Jorg MEYER, Hameln
Die Sattelflache im Grundkurs?!

Einleitung

Was sollte man von einem Fremdsprachenunterricht halten, der sich darauf beschrénkte, grammatische Regeln
isoliert und abstrakt zu iben, aber niemals zum Sprechen oder zur Lektiire zusammenhéangender Texte kdme?
DaR die Schiler mit sinnlosem Formaldrill nicht ihre Zeit vergeuden wollen, ist ihr gutes Recht.

Was hélt man aber von einem Unterricht in Vektorgeometrie, dessen Hoéhepunkt darin besteht, Geraden mit
Ebenen zu schneiden oder Abstande zwischen Punkten und Raumgeraden auszurechnen, garniert mit dem vagen
Hinweis, dall man so etwas bei Anwendungen in den Wirtschaftswissenschaften 0.4. brauche, zu denen man aber
aus Zeitmangel oder aufgrund der damit verbundenen intellektuellen Schwierigkeiten ohnehin nicht kommt?
Was hat dieses Vorgehen mit Geometrie zu tun? Erfahrt der Schiler Neues Uber den ihn umgebenden Raum,
oder werden nur Belanglosigkeiten mit erhéhtem formalen Aufwand aufgebléht? Erfahrt der Schiler die Kraft
vektorgeometrischer Methoden, oder bleibt man in den Banalititen des Anfangs stecken?

Ich mdchte hier flir einen Unterrichtsgegenstand pladieren, der auch fiir Grundkurse gut zugéanglich ist, bei dem
die Schiler erfahren kdnnen, daf die in der Vektorgeometrie gelernten Verfahren wirklich ihren Nutzen haben,
indem ein zundchst schwer vorstellbares Objekt (die Sattelflache) mit den erwahnten Methoden fruchtbar
untersucht werden kann. Im Verlauf dieser Untersuchung werden die Begriffe der VVektorgeometrie mit neuem
Leben (bei manchen Schillern auch zum ersten Mal mit Leben) erfullt, formale Gleichungen mussen anschaulich
interpretiert werden, und das Verstandnis der Verfahren nimmt zu (bzw. wird erst entwickelt). Insofern tragt
dieser Beitrag zur Sinnhaltigkeit des Mathematikunterrichts bei. (Auch in der Analysis wird das
Begriffsverstdndnis durch geeignete Kurvendiskussionen gefordert.)

Das zu beschreibende Unterrichtskonzept wurde von mir im Grundkursbereich ausprobiert (Zeitbedarf: 10 bis 12
Stunden); ein an einer Verstandniszunahme zu messender Erfolg war zwar nicht bei restlos allen Teilnehmern zu
verzeichnen, aber im Durchschnitt deutlich vorhanden. Dazu kam, daRB die Sattelflache und die Art, mit ihr
umzugehen, bei einer Reihe von Schillern durchaus auf Interesse stief.

Ein mdgliches Gegenargument, dieses Thema in Grundkursen zu behandeln, ist, daR es dafiir viel zu schwierig
sei. Der Unterricht kann frustrierend sein, man bleibt immer wieder wegen schlechter Vorkenntnisse hangen,
mul immer wieder Dinge erkléren, die doch langst sitzen sollten. Aber genau dieses ist bitter nétig! Gerade, weil
man an dem hier vorgeschlagenen Thema fast alles aus der Vektorgeometrie so gut wiederholen und aus neuer
Perspektive neu beleuchten kann, ist es vorzuglich als Unterrichtsgegenstand geeignet!

(Dies spricht ja auch fiir die Behandlung der Kegelschnitte, fir die allerdings vektorielle Methoden nicht
notwendig sind.)

Vorbereitung

Mittelsenkrechten sind als Ortsmengen in der Ebene bekannt. Eine Ubertragung auf den Raum ist mit geringer
Mihe anschaulich klar; wenn man will, kann man dies auch ausrechnen lassen, um mit der anschaulichen
Interpretation von Rechenresultaten vertraut zu machen.

Die zunédchst harmlos erscheinende Frage nach denjenigen Punkten, die zu zwei Raumgeraden denselben
Abstand haben, ist fir zueinander parallele oder sich schneidende Geraden noch einfach zu beantworten, erzeugt
aber bei zueinander windschiefen Geraden Ratlosigkeit.

Anhand von zwei Stangen kdnnen zwar einzelne Punkte, die zu diesen beiden Stangen dquidistant sind,
angegeben werden und man ahnt vage Symmetrien (solche enaktive Vorbereitung ist natiirlich notwendig, damit
die Schiiler eine Chance haben, das gestellte Problem wirklich zu ihrem Problem zu machen), aber was diese
Punkte zusammen fir ein Gebilde ergeben (das die Bezeichnung T" erhélt), ist unklar. Hier versagt das
anschauliche Denken, und die Mathematik hat Gelegenheit, ihre Kraft zu entfalten, um es mal etwas
salbungsvoll zu formulieren. Die Schiller werden aber tatséchlich erfahren, daB die VVektorgeometrie

Aufschluf? Giber die Struktur von T liefert.

L Eine leicht veranderte Fassung erschien in Praxis der Mathematik 37 (6), S. 250 — 255 (1995).



J. Meyer: Die Sattelflache im Grundkurs

Notation

Zwischen Ortsvektoren und Punkten besteht eine Bijektion; aus diesem Grunde werde ich Ortsvektoren wie
P

Punkte bezeichnen, ndmlich als P =| p, |. Richtungsvektoren lassen sich auch als Ortsvektoren auffassen; ich
P3

bezeichne sie i.a. mit R.

Eine Gerade g besteht aus allen Punkten Gs der Form Gg = A+s-R ; sie wird kurzals g: Gg =A+s-R
beschrieben.

I" als Ortsflache
Der Abstand eines Punktes P zu einer Raumgerade g: Gy =A+s-R ist gegeben durch

(P—A)-R)
=2

2P0 = (P-A)? -

Es seien nun f und g zwei Geraden im dreidimensionalen Raum. Das Problem, die Menge T aller Punkte X mit
gleichem Abstand zu f und g zu bestimmen, ist trivial, falls f zu g parallel ist oder wenn f und g einander
schneiden. Aus diesem Grunde seien nun f und g zueinander windschief.

Nun erleichtert es die Rechnung und damit den Durchblick, ohne die Allgemeinheit einzuschréanken, wenn das
Koordinatensystem geeignet gewéhlt wird (das ist ja eine fundamentale Idee der Linearen Algebra!). Geeignet
heif3t hier, daR f und g eine maéglichst einfache Darstellung mit hohem Symmetrieanteil haben. Eine solche
Darstellung ist die folgende, die sich als glinstig erweisen wird und die deshalb fir alle weiteren Rechnungen
vorausgesetzt wird:

0 1 S 0 1 S
f:K=0|+s:{m|=|sm|; g:Gg=|0 |+s:|-m|=|-s-m]|.
1 0 1 -1 0 -1

Dabei sei m von 0 verschieden.

X
Fur X =y |ist d(X, f)=d(X, g) aquivalent zu
z
2,2 2 (x+ym)?® 5 5 2 (x=y-m)?
XS +y“ +(z-1) =X +y +(z+1 ———
1+m 1+m

und damit zu
z-(l+m2)+x-y-m=0.

setzt. Dann ist I" die

Die weiteren Rechnungen gestalten sich etwas Ubersichtlicher, wenn man n:=—
1+m

X
Menge aller Punkte X =|y |, fur die
z
z=n-x-y
gilt.

" ist ein dreidimensionales Gebilde; jedem (x; y) -Wert wird genau ein z-Wert, ndmlich z=n-x-y zugeordnet.

Es handelt sich hier also um eine Funktion von R? nach R. Der zugehorige Graph I stellt eine Flache dar, die
man sich auch als Oberfléche eines Gebirges vorstellen kann: Jedem Punkt der zugrunde liegenden Ebene ist
eine Hohe zugeordnet. Damit ist zugleich eine Idee angedeutet, wie man sich einen Uberblick tiber das Gebirge
I verschaffen kann: Bei einer Landkarte dienen dazu Hoéhenlinien. Das ist auch bei I" ein sinnvolles Verfahren.
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Fir einen ersten Uberblick ist auch der Einsatz eines graphikfahigen Computer-Algebra-Systems sinnvoll.
Allerdings wirft der Graph zu z=n-x-y mehr Fragen als Antworten auf: Eine padagogisch fruchtbare

Situation!

Ob man jetzt mit dem nichsten Abschnitt (Erste Uberlegungen) oder gleich mit dem iibernéchsten (Tomographie
von I') fortfahrt oder fiir den Unterricht eine Mischform wahlt, hangt von der Reaktion der Schiiler oder vom
eigenen Geschmack ab.

Erste Uberlegungen

Setzt man in der Gleichung fir z=n-x-y den Wert fir n als 1 ein (d.h. streckt man die z-Achse geeignet; dal
dieser Wahl von n kein reelles m entspricht, andert nichts am Sinn dieser Vorgehensweise), so handelt es sich
bei T" um die Fl&che des 1x1.

Mit dieser Interpretation kann man sich I" schon besser vorstellen: Entlang der x- und der y-Achse hat das
Gebirge die Hohe 0; ferner befindet sich die Flache oberhalb des I. und I111. Quadranten und unterhalb des I1. und
IV. Quadranten der x-y-Koordinatenebene.

Ferner erkennt man, dal’ T" zu den Koordinatenachsen und zu den Ebenen mit den Gleichungen y =x und

y =—X symmetrisch ist.

Alle diese Aussagen sind unabhéngig von Streckungen der z-Achse, gelten also auch fiir die Gleichung
Z=n-Xx-y.

Die Bezeichnung von I als Sattelfldche sollte damit geklart sein: Sitzt man im Ursprung auf T, indem der
Oberkorper in z-Richtung zeigt und das Gesicht in Richtung einer der Winkelhalbierenden der x-y-Ebene, so
wolbt sich die Flache links und rechts von einem nach unten (so daf man bequem sitzen kann), vor und hinter
einem aber wolbt sie sich nach oben, so da man zwar nicht nach hinten fallt, aber auch nicht viel sieht.

Tomographie von T’

0
Zunéchst einmal sieht man, dal der Ursprung | O | auf I" liegt, wie man es ja auch erwartet. Das weitere

0
Vorgehen ist analog zum Erstellen einer Wertetabelle:
Ist z=0, so folgt x=0 oder y=0. Die y-Achse und die x-Achse gehéren mithin vollstandig zu T.
Die Gleichung z = 0 beschreibt eine Ebene. Das soeben erhaltene Ergebnis 188t sich also auch so interpretieren:
Schneidet man " mit der Ebene zu z =0, erhélt man zwei Geraden, ndmlich die x-Achse und die y-Achse.
Formal: Das Gleichungssystem z=n-x-y A z=0istzu (x=0 A z=0) v (y=0 A z=0)
aquivalent. (Redundanzen dieser Art sind - gerade im Grundkursbereich - nicht schadlich!)

- . k . . .
Ist z=k (k sei eine von 0 verschiedene Konstante), so folgt x-y =—, X-y ist somit konstant. Schneidet man
n

also I" mit der Ebene zu z =k, erhédlt man Hyperbeln. (Diese Kurven sind aus den Klassen 7-10 bekannt;
deshalb ist die oben vorgenommene Wahl des Koordinatensystems sinnvoll.) Interpretiert man z als
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Hohenkoordinate, so sind die Hyperbeln die Héhenlinien des ,,Gebirges* I'. Diese VVorgehensweise 143t sich
auch als Tomographie (besser: Tomoskopie) kennzeichnen.

Weitere Untersuchungsebenen liegen nahe:
Ist x =0, so folgt z=0; man erhdlt also wieder die y-Achse.

Ist x=c (c sei eine von 0 verschiedene Konstante), so folgt z=n-c-y; es handelt sich also um die Gerade

c c 0
ic:Py=| 'y [=|0]+y] 1
n-c-y 0 n-c

Inshesondere ist ip die y-Achse.

Ist y=0, so folgt auch z=0; man erhélt also jetzt die x-Achse.

Ist y=d (d sei eine von 0 verschiedene Konstante), so folgt z=n-d-x ; es handelt sich hier um die Gerade

X 0 1
Ja: Px=| d [=|d[+x:
n-d-x n-d

Insbesondere ist jo die x-Achse.

Auch Schnitte, die nicht parallel zu den Achsen sind, kénnen AufschluR geben:

Ist y=x+a, so ist das Schnittgebilde eine Parabel mit den Gleichungen

Pa:z=n-X-(X+a) A y=X+a.
X
Ein beliebiger Punkt auf p, hat also die Form X+a
n-x-(x+a)

Ist hingegen y=—x+b, so erhélt man als Schnittgebilde wieder eine Parabel, aber diesmal mit den Gleichungen

Op: Z=-n-X-(X—=b) A y=-Xx+Db.

X
Somit hat ein beliebiger Punkt auf q, die Form -X+b
n-x-(-x+b)
-al2
Der Scheitelpunkt von p, ist al2 ; er liegt auf gq. Analog liegen die Scheitelpunkte der Parabeln g,
2
-n-a“/4

alle auf pg.

Aus diesem Grunde kann man sich das Aussehen von I" folgendermafen vorstellen: Eine Parabel wird parallel
zu sich selbst verschoben, und zwar so, daB ihr Scheitelpunkt auf einer anderen, in entgegengesetzter Richtung
gedffneten und gegeniiber der sich bewegenden Parabel um 90° gedrehten Parabel entlang gleitet. Das Gebilde T’
wird auf diese Weise Uberstrichen; es ist eine Schiebungsfldche. Da es von einer Parabel Uberstrichen wird, heif3t
es Paraboloid, und da geeignete Schnitte Hyperbeln aus ihr ausschneiden, heif3t es genauer hyperbolisches
Paraboloid.
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I" als Regelflache

Bei der tomographischen Untersuchung von I' wurde schon festgestellt, daf3 die Geradenscharen (ic) und (ja) mit

c 0 0 1
ic: Py=/0|+y: 1 | und Ja: Px=|d|+x:| O |ganzinT liegen. Das ist, so betrachtet, ein
0 n-c 0 n-d

ungewdhnliches Ergebnis: Eine Flache, die nicht eben, sondern sattelférmig ist, und in der unendlich viele
Geraden liegen!

Man staunt noch mehr, wenn man feststellt, dal® die Geraden der ersten Schar paarweise windschief zueinander
sind:

Fur c=d istic zu ig windschief.
Fir alle c gilt aber: ic ist zur y-z-Ebene parallel, also zu jo, der x-Achse, orthogonal.

Analog gilt:

Fir c=d istjc zu jg windschief.
Fir alle d gilt aber: jq ist zur x-z-Ebene parallel, also zu ig, der y-Achse, orthogonal.

Weiter rechnet man leicht nach, daB jede Gerade der ersten Schar jede Gerade der zweiten Schar schneidet:

ic schneidet jg in Q.4 =| d
n-c-d

Man sieht: die Menge der Schnittpunkte istT".

Umgekehrt gehen durch jeden Punkt Q.4 =| d auf I" die beiden Geraden ic und jg.
n-c-d

Was passiert eigentlich, wenn man alle Geraden i der ersten Schar (ic ) zusammennimmt? Es ist nach dem
Vorigen anzunehmen, da man dadurch alle Punkte von T" erhélt, und daR das stimmt, zeigt folgende
Uberlegung:

C c 0
Ein allgemeiner Punktauf T"ist Q.4 =| d |.Schreibt manihnals Q.4 =|0|+d-| 1 |, so sieht man, dal
n-c- 0 n-c
0 1
er auf ic liegt. Schreibt man hingegen Q. 4 =| d |+c-| 0 [, so sieht man, daf er auch auf jq liegt. Daraus folgt:
0 n-d

I besteht aus allen Geraden ic .
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I" besteht auch aus allen Geraden jq .

Dabei heil3t ,,bestehen aus ...“ genauer: ,,ist Vereinigung von ...*.

Eine aus Geraden bestehende Flache heifl3t Regelflache. Zylinder und Doppelkegel sind triviale Beispiele von
Regelflachen. Das hyperbolische Paraboloid ist demnach eine Regelflache im doppelten Sinn:

I" besteht auf zwei Arten aus einer Schar von paarweise zueinander windschiefen Geraden.

Jede Gerade der einen Schar schneidet jede Gerade der anderen Schar.

Geradenund T’

Gibt es auBer den Geraden der Scharen (ic) und (jo) weitere Geraden auf I'? Dazu sei g: Gy =Q 4 +S-R mit

u c
R =| v | eine Gerade durch den Punkt Q. 4 =| d auf T, die ganz in T verlaufen soll.
w n-c-d
C+S-u
Dann muB fiir jedes s der Geradenpunkt Q. 4 +s-R=| d+s-v zu I' gehoren; das bedeutet aber
n-c-d+s-w

n-c-d+s-w=n-(c+s-u)-(d+s-v)

und damit

O=s-u~v+[uod+v-c—%j

fur alle s. Die letzte Gleichung ist nur dann fir alle s erflllt, wenn (Koeffizientenvergleich!)

w
u-v=0und —=c-v+d-u

n
0
ist. Ist u=0,sofolgt w=n-c-v,undesist R=| v |.Indiesem Falle ist mithin g: Gg=Q;q+s-| 1 |,
n-c-v n-c

also g=i,. Ist hingegen v =0, so schlieft man in analoger Weise auf g = j; . Zusammenfassend gilt also:

Die zu den schon bekannten Geradenscharen (ic) und (ja) gehdrenden Geraden sind die einzigen
Geraden, die ganz in T" verlaufen.

Die ganz in T verlaufenden Geraden ic und jq sind insbesondere Tangenten an T'.

u
Gibt es weitere Tangenten an I'? Dazu sei t: Gg =Q; 4 +s-R mit R =| v | eine Tangente durch den Punkt
w
c
Qca=| d auf I'. Dann muf t die Flache T in G beriihren; d.h. die Schnittgleichung
n-c-d

n-c-d+s-w=n-(c+s-u)-(d+s-v)

muf die doppelte Lésung s =0 haben. Dies fiihrt auf das Gleichungspaar

w
u-v0 A u-d+v.-c——=0.
n
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u d
Schreibt man die zweite Gleichungals | v || ¢ |=0, so sieht man, daB alle Tangenten durch Qg auf
w)-1/n
d
c senkrecht stehen mussen, also in der Ebene
-1/n
X d
To:|y|| ¢ |=cd
z)\-1/n

liegen missen. Tq heiflt Tangentialebene zu Qcg.

Die Tangentialebene zu Qcq hat mit I" nur Q.4 und die beiden Geraden ic und jq gemeinsam, da das
Gleichungspaar

X d
y|l ¢ |=¢cd A z=n-xy
z)\-1/n

ZU
(y-d)-(x-¢)=0 A z=n-x-y

aquivalent ist.

Man mache sich tbrigens klar, daf? die Tangentialebene die Sattelflache schneidend berthrt!

Ein Modell vonT

0 1 S
Die Gerade f besteht aus den Punkten F; =| 0 [+s-| m |=| s-m |, entsprechend besteht die Gerade g aus den
1 0 1
0 1 S
Punkten Gg=| 0 |+s:|-m |=| —s-m |. Wegen d(K, K,4) =d(Gs, Gs,4) werden f und g in dieser Darstellung
-1 0 -1

mit demselben MaRstab parametrisiert.
Nun betrachte man die Fs und Gs verbindenden Geraden
S 0 S
ks: Pr=R+t-(Gs—-K)=|s-m|+t:|2:s:m |=|s-m-(1+2-1) |.
1 2 1+2-t
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X

Alle Verbindungsgeraden ks zusammen stellen ein Gebilde dar, das aus denjenigen Punkten X =| y | besteht,
z

fur die y=m-x-z ist. Diese Gleichung hat dieselbe Struktur wie die das hyperbolische Paraboloid T’

definierende Gleichung z=n-x-y. Die Verbindungsgeraden ks zusammen bilden also auch ein hyperbolisches
Paraboloid!

Damit ist klar, wie man das Modell einer Sattelflache basteln kann: Man nehme zwei den Geraden fund g
entsprechende Stangen und versehe beide mit einer Zentimeterskala. VVerbindet man gleiche Zentimetermarken
auf f und g mit jeweils einer Querstange, so bildet die Menge der Querstangen ein hyperbolisches Paraboloid.

Nun ist es eine sinnvolle Verstandnistibung, zu tberlegen, welche Geraden man nehmen muf, um auf die
Sattelflache mit der vertrauten Gleichung z=n-x-y zu kommen.

Die Antwort ist (natlirlich) nicht eindeutig; beispielsweise wird " von den Quergeraden zu iz und i.; gebildet; die
Quergeraden sind dann die Geraden der Schar (jg).

SchluRbemerkung

Das hyperbolische Paraboloid wurde von Euler im Verlauf seiner Klassifikation quadratischer Flachen entdeckt
(Introductio in analysin infinitorum, 1748), aber von ihm nicht n&her untersucht. Dal? es sich dabei um eine
Regelflache handelt, steht zuerst bei Monge/Hachette (Application de I'algebre a la géométrie, 1802).

Mit dem hyperbolischen Paraboloid verwandt ist das einschalige Hyperboloid (Kuhlturmflache). Dieses erhalt
man als Menge aller Punkte, deren Entfernungen zu zwei windschiefen Geraden in einem konstanten Verhéltnis
stehen. Auch das einschalige Hyperboloid ist eine Regelflache im doppelten Sinne. Es ist das
Treffgeradengebilde zu drei windschiefen Geraden, die kein gemeinsames Lot haben.




