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Einleitung

Wohl jeder wundert sich, dass die Binomialverteilung (BV) und die hypergeometrische Verteilung
(HV) formal den gleichen Erwartungswert haben und dass das auch bei der beide Verteilungen
verallgemeinernden nach G. Pélya benannten Verteilung (PV) so ist.

Zunachst werden die Erwartungswerte nach einheitlicher Methode bestimmt, und dann wird in
einem Spezialfall einsichtig gemacht, warum die Erwartungswerte gleich sein missen.

Worum geht es bei der PV? Eine Urne enthalte zu Beginn R rote und B blaue Kugeln, und es sei
N=R+B die Gesamtanzahl.

Man zieht n-mal so, dass man die gezogene Kugel wieder zurticklegt und noch c Kugeln derselben
Farbe dazu legt.

Ist c negativ, so muss der Urneninhalt groB genug sein, dass man tatsachlich n-mal ziehen kann.

Fir c=0 hat man die BV (Ziehen mit Zuricklegen), fir c=—1 hat man die HV (Ziehen ohne
Zuricklegen).

Es sei fur Te{R; B; N} stets T'=T+c, also T"=T+2-c und =13 =143.c usw., also
a+b)

R(a) + B(b) — N(
Bei der BV ist T(a) =T, bei der HV ist T(a) =T—a.BeiderPVist T(a) =T+a-c.
Das Ziehen einer roten Kugel gilt als Erfolg, und es sei P, die Anzahl der Erfolge bei n Versuchen bei

der Pélya-Ziehung, B,, die Anzahl der Erfolge bei n Versuchen beim Ziehen mit Zuriicklegen und H,

die Anzahl der Erfolge bei n Versuchen beim Ziehen ohne Zurlicklegen.
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Kleine Beispiele

. B-B' 2-B-R R-R" .
Es ist prob(P, =0)=W; prob (P, =1)=W; prob(P, =2)=W mit dem Erwartungswert

28R . RR' _ RN _R
E(Ry)=1- NN O SN SN

sowie
B-B.B" 3.-B-R-B' 3-B-R-R' R-R“R"
rob(P; =0)=————; prob(P; =1)=———; prob(P; =2)=————; prob(P; =3)=——
p ( 3 ) N‘NI‘N” p ( 3 ) N‘NI‘NII p ( 3 ) N‘N“N” p ( 3 ) N.Nl‘Nll
mit dem Erwartungswert
.B-R-B' .B-R-R' .B-R-R' .R“R" .R-N" .R"“N" -N'
E(P3)=1-3 R +3 RR+3 RR+3.RRR:'SRN+‘RRN:3‘RN:3‘B'
N-N“N" N-N“N" N-N-N" N-N"-N" N-N"N" N-N"N" N-N' N

Erste Form des Wahrscheinlichkeitsterms: Ahnlichkeit zur BV
Man kénnte so weitermachen, hat jedoch die entscheidende Einsicht schon bei P; gewonnen:

3
Kombinatorisch ist (kj die Anzahl der Wege im Baumdiagramm, k Erfolge zu haben. Bei 3-maligem

Ziehen kommen zwei Erfolge zustande mit den jeweiligen gleichen (!) Wahrscheinlichkeiten

B R R®" R B R' R R'" B

————— , ——-— und —-—-—; die Reihenfolge der Faktoren ist irrelevant.

N Nl NII N Nl NII N Nl NII

Bei jeder Pfadwahrscheinlichkeit ist es so, dass auf das
erste R nur R* folgen kann, dann nur R* usw., analog folgt
auf B nur BY, dann B* usw.

Im Baumdiagramm sind nur die Zhler der Ubergangs-
Wahrscheinlichkeiten notiert; bei der ersten Ziehung hat
man den Nenner R+B, bei der zweiten Ziehung R+B+c
usw.

3 R2

Wenn man bei der BV ein Produkt wie = hat, so wird daraus bei der PV (wegen der Irrelevanz
N° N
R R'" R" B B'
der Reihenfolge) — — ——— ————.
N N' N(Z) N(3) N(4)

Hier bietet sich die verallgemeinerte Potenz T<n> =T-T'-T(2) -...~T(n_1) an mit T<0> =1 und T<1> =T
sowie der Rechenregel T<n+1> =T(n) -T<n> , so dass sich der letzte Bruch als

ER—| R . B . B —R<3>'B<2> schreibt
N N' N(Z) N(S) N(4)— N<5> .
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Mit der verallgemeinerten Potenz ist [prob (P, =k) =[

<n> n Rk 'Bn—k
Fiir c=0 ist T/ =T"; man bekommt die bekannte Formel prob(B,, =k)= N e
N

T!

(T—k)
Wahrscheinlichkeit, bei n Versuchen r rote und b blaue Kugeln zu ziehen, mit n=r+b die bekannte
Beziehung

N (k) T -
Fir c=—1ist TV/ =T-(T-1)-....(T—k+1)= |=k!- ) ; man bekommt daher fiir die

e (o8 _geom 1) (G
ntr=0-(" ) i) N

r (r+b) r R+B R+B
N (r+b)L
r+b r+b
prob

c=-1

c=0

c=1

0,25
0 ] 3 3 bk

Die Kurven zeigen die Wahrscheinlichkeiten bei 4-maligem Ziehen aus einer Urne, die anfanglich 4
rote und 4 blaue Kugeln enthalt (es ist R=B=n, damit sich die Wahrscheinlichkeiten moglichst stark
voneinander unterscheiden). Die zu den Wahrscheinlichkeiten gehérigen Punkte sind durch Bézier-
Splines miteinander verbunden, um einen besseren optischen Eindruck zu erzeugen. Die
Funktionswerte flr Argumente, die keine natirlichen Zahlen sind, haben keinerlei stochastische
Bedeutung.

Die roten Punkte gehoéren zu c=-1, die schwarze zu c=0, die blaue zu c=1 und die griinen zu
c=2.

Zweite Form des Wahrscheinlichkeitsterms: Ahnlichkeit zur HV
Fir die Berechnung von Erwartungswert und Varianz bekommt der Wahrscheinlichkeitsterm noch
eine andere Form:
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Fir c#0 ist

T T
Da — i.a. keine natiirliche Zahl ist, mag man sich fragen, was (——1)! sein soll. Man muss hier nicht
c o

| N
die Gamma-Funktion bemiihen, da fiir rationale q nur der Bruch (q+|n). =H (a+]) eine Rolle
oL =1
(g+n)! .
| k-1 - !
spielt. Entsprechend ist (q+n]: q; . Wegen (a+k ]:(—1)'( [ ka} ist T =(—c)n nt ¢ .
n n!
n
Damit ist
2 gl g¥
b(P, =k)=| | >
o =4)={ | "
_R _B _RY(_B
(—c)* k! (=)™ (n—k)H| ¢ c
n k n—k 3 k n—k 3 b(P y
(" - o, -1
(=c)"-nt| ¢ c
n n

Fir c=—1 hat man mit n=r+b wieder die bekannte Beziehung prob(Hn :r) =

Erwartungswerte der BV, HV und PV
Will man bei der Berechnung der Erwartungswerte deren Additivitat nicht ausnutzen, da diese bei

der Berechnung von E(PZ) und von E(P3) auch keine Rolle gespielt hat, kann man wie folgt

vorgehen und sich zunachst an der BV und der HV orientieren:

Bei der BV ist
n n Rk Bn k n(n-1 Rk ank R n—1 kal ank
E(Bn)zzk k n :ZkE k—1 ) n :nﬁ Z k=1 n—1
k=1 N k=1 N k=1 N
R n—-1 n—1 Rj‘Bn—l—J R
=n-3 H ) n—-1 =n-3
N o \ J N N

Analog ist bei der PV
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n (k) gln-k) = —1) gk i)
n) RV .B n (nh=1) RV .B
- S (S-S )
n-1 [n — lj R<i+1> . B<n717i> R n-1 (n _ lj (R + C)<i> . B<n_1_i> R
=n- . =NnN-—- . =Nn-—
io U1 N Nig U (N+c)<n Y N

Traditionellerweise geht man bei der HV etwas anders vor; mit N=R+B und n=r+b ist

N O P ey B Oy |

R
. =-nNn- . =Nn-—
S (R+B)] 5 R+B (R+B-1 R+B 5 (R+B-1 N
n n n—-1 n—-1
| S
=1
Auch dieser Weg lasst sich bei der PV fiir c=0 analogisieren:
R
_Ry(_B -—[_R_q)(_B _R+c) _B
c c TC c : C c
n k Jln-k) & k-1 ) (n—k R n-1- R
E(P)=D k =>k N =n-— ) V_n 2
k=1 _N k=1 L N 2o _N+c N
C o C
n n n—1 n—-1
=1

Varianzen der BV, HV und PV
Die Varianzen der drei in Rede stehenden Verteilungen unterscheiden sich:

2
Ist X eine Zufallsvariable, so ist Var(X) =E(X2)—(E(X)) eine fir die Berechnung sinnvolle Formel.

Mit q=1—p ist bei der BV

w2 ("M Kk ok~ Nk onk, oy (M) ok ok
k=0 k k=2 k k

k=0

=n-p+n-p> —n-p® =n-p-q+n’-p°

und daher

Var(B,)=n-p-q|.

Bei der HV ist
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(e o i
n r)in—r n r)\in—r R & ror—
£(rh)= 2 r-(r-1) X =gt Ll
; r=0 N r=0 N N r=0 E
n n
R
N
o
12k ) n-2—k -
=n-—+n-(n—1) RR- n —n-Rin (n—l)'E R
N N-1 5 N-2 N N
k
=1
R R-1
=n-—-1+(n-1) —=
n-S ( +(n—-1) _J
R R B+n-(R-1)
=n- (N=-1 —1)-(R=1))=n-—-
n N(N_l) ( +(n ) ( )) n N N—1
und daher
B+n-(R—1 2 _
Var(Hn):n.E.L)_( 5) _ 5(u_R
N N-1 N N N-1 N
R N:-B—n:-N+n-R R B N—n
=-_N.—- =ln:—.—- :V H
"N N (N-1) NN N-1 ar(tn)
Analog ist bei der PV mit c=0:
R R+c

n—2
:n._+n.(n_1).5.R+c.
N N+c = N+2-c
c
n—-2
=1
n R N+c+(n—1)-(R+c)_n R B+n-(R+c)
N N+c N N+c
und daher
Var(Pn)zn.E.[w_n.EJz n
N N+c N




J. Meyer Zur Pdlya-Verteilung

Es wurde vielleicht deutlich, dass man mit der Variation der einzigen Mini-ldee , Indexverschiebung”
Erwartungswert und Varianz von (mindestens) 3 Verteilungen bekommt.

Warum stimmen die Erwartungswerte iiberein?

Nun wurde zwar nach einheitlicher Methode ausgerechnet, dass die BV, HV und PV formal alle den
gleichen Erwartungswert haben, aber weild trotzdem noch nicht so recht, woran das eigentlich liegt.
Falls die Pélya-Urne anfanglich R=B=:L rote und L blaue Kugeln enthalt, ist das leicht zu klaren.

Im Baumdiagramm sind wieder nur die Zahler notiert; bei
der ersten Ziehung hat man den Nenner 2-L, bei der
zweiten Ziehung 2-L+c usw. Wieder sei

L'=L+c, L"=L+2-cusf.

Die Symmetrie der Pfadwahrscheinlichkeiten bzgl. der
gestrichelten Linie ist deutlich zu erkennen, und diese
wirde sich auch fiir weitere Ziehungen so fortsetzen.
Daher ist der Erwartungswert fir die Anzahl der
gezogenen roten Kugeln bei n Ziehungen aus der Pélya-

Urne so grol} wie 2 .

Die erweiterte Pélya-Verteilung (ePV)
Worum geht es bei der ePV? Eine Urne enthalte wieder zu Beginn R rote und B blaue Kugeln, und es
sei wieder N=R+B.

Man zieht n-mal so, dass man die gezogene Kugel wieder zurticklegt und noch c Kugeln derselben
Farbe dazu legt sowie d Kugeln der anderen Farbe. N muss so grof$ sein, dass man tatsachlich n-mal
auch dann ziehen kann, wenn c oder d negativ ist.

Das Ziehen einer roten Kugel gilt als Erfolg, und es sei Q,, die Anzahl der Erfolge bei n Versuchen bei

der erweiterten Pdlya-Ziehung.

Zieht man erst eine rote Kugel, legt man sie danach wieder zuriick und legt noch c rote und d blaue
Kugeln dazu; die Urne enthélt also dann R+c rote und B+d blaue Kugeln. Damit ist
R R+c R B+d

prob(Q, =2)=—-———, und die Wahrscheinlichkeit fir ,erst rot, dann blau” betragt — ———.
N N+c+d N N+c+d

Auch wenn man zuerst eine blaue Kugel zieht, enthalt die Urne danach R+c rote und B+d blaue
B B+d
Kugeln. Damit ist prob(Q, =0)=—-—— und
g P ( 2 ) N N+c+d
B+d +B R+d 2-R-B+d-N
N+c+d N N+c+d N:(N+c+d)

prob(Q, :1):5-

2-R-B+d-N
+
N-(N+c+d)

R+c  2-R-(N+c)+d-N
N+c+d  N-(N+c+d)

Der Erwartungswert betrégt also E(Q, )=1-

R
N

Es ist E(QZ):Z-% genau dann, wenn d=0 ist oder wenn N=2-R, also B=R ist.



J. Meyer Zur Pdlya-Verteilung

2- 1
Schon fiir R#B, c=0 und d=1 ist E(Q,)= NR+1
+

andere Gestalt als bei der BV, der HV oder der (gewdhnlichen) PV.

R . .
¢2-N ; hier hat also der Erwartungswert eine



