Jorg MEYER, Hameln Febr. 2024
Lineare Rekurrenzen vom Grad 2 als

Verallgemeinerungen der FIBONAcCCI-Folge

Man kann bei der FIBONAccI-Folge (f; =f, =1; f,,, =f,,1 +f, ) andere Startwerte nehmen oder eine

andere Rekursionsbeziehung.

Andere Startwerte

Die Folge sei hq, h,, |h,,p =h, 1 +h,|.

h
Wenn E—*l gegen g konvergiert, dann g2 =g+1 mitden Lésungen g, = 5 = 5
n
zwar unabhangig von den beiden Startwerten. Der Ansatz

h,=A-g] +B-g)

:A'1+\/§+B'1—J§

hy
2 2
h =A-3+\/§+B-3_\/g
2 2 2
liefert
A_(3—\E)-h1+(\@—l)-h2. B_—(\/§+3)-h1+(\/§+1)-h2
B 245 T 245
Bei FIBONAcCI ist hy =h, =1 und damit A=(3_\/§)+(\/§_1)=i- B:—(\/§+3)+(\/§+1)=__1

245 NG 245 5

h,=A-g} +B-g5 stimmt fir n=1 und n=2. Dann ist zu priifen, ob

n+2

A-gq +B-g2+2—(A‘g2+l+B-g2+1+A-g2+B-gg)=A-gT-(g%—g1—1)+8-gg-(g%—gz—l)zo

gilt; dies ist aber offensichtlich.

g n+1
A+B.| 52
hpa  A-gl™+B-gd*t [glJ -
= =81 >81-

81

Damit konvergiert
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Andere Rekursionen

Die Folge sei uy, Uy, ..|up,p =F-Ugq +5-Uy]|.

A A

u
Wenn 3—*1 gegen g konvergiert, dann g2 =r-g+s mit den Losungen g, =%+T; g :E__ mit
n

A=r?+4-s. Man hat 3 Fille zu unterscheiden:

Fall 1: [A=r®>+4-5=0

Bsp.: Uiy =2-U,,1 —U, . In Abhdngigkeit von den Anfangswerten bekommt man die Folgen

0; u; 2-u; 3-u; 4-u; ... Man hat Divergenz in diesem Beispiel. Also ist allgemein keine Konvergenz zu
erwarten.

Fall 2: [A=r*+4-5<0

Bsp. 1: u,,, =U,;q —U,. In Abhdngigkeit der Anfangswerte bekommt man

U; V; V—U; —U; —V; U—V; U; V; ..., also einen 6-Zyklus.
Bsp. 2: Uy, =—Un,q —U,. In Abhdngigkeit der Anfangswerte bekommt man
U; V; —u—v; U; v; ... und damit einen 3-Zyklus.

Daher ist allgemein keine Konvergenz zu erwarten.

Fall 3: [A=r®>+4-5>0
r+JA r—JA
S8

Ansatz: Mit g, =

u,=A-g7 +B-g)

2 2
u, =A-g7+B-g5

78U .5 81U

und damit A= ; .
g1-(g1-82) g2-(81-82)

u, =A-g7 +B-gJ ist fiir n=1 und fiir n=2 richtig. Wie bei FIBONACCI folgt, dass die Gleichung dann

. . . u .
auch fiir allgemeines n gilt und dass -1 "2 o konvergiert.
81

Un
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BSp. 1: Unyp =3-Un,g —2-Uy; 1 3; 7; 15; 31; 63; 127; ..u, =2" —1 mit der Gleichung g*> =3-g—2

und damit g; =2; g, =1 in Ubereinstimmung mit

- 41
un+1:2n+1—1=2n+1. ™ ™ ow
Up  2"-1 2" 41 -1

2" 2"

rr ror u —
Bsp. 2: s=0.Dann A=r’>0; g1:E+E:r; gz:E_E:O und up, =uq -r; A=-1; U, =uq -r" !
r

(geometrische Folge).

Bsp.3: 0; 1; 2; 5; 12; 29; u,,» =2-u,,q +U,
Die zugehorige Gleichung g2 =2-g+1 hat die L6sungen g :1+\/§; g =1-2.

. . u . L
Oben hat man gesehen, dass die Briiche "L gegen g1 =1+«/§ konvergieren; man hat also hiermit

un
ein Verfahren, 2 durch rationale Zahlen anzunahern. (Es gibt auch andere Moglichkeiten.)
Rechts sieht man in der linken Spalte die Folge

0
Un, in der Mitte die Briiche uns1/un, und in der 1
rechten Spalte wurde von der mittleren Spalte 2

5

2 1
jeweils 1 abgezogen und dann quadriert. 25 2,25
12 2,4 1,96

29 2,416667 2,006944
70 2,413793 1,998811
169 2,414286 2,000204
408 2,414201 1,999965
985 2,414216 2,000006



