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0. Einleitung

0.1 Didaktische Bemerkungen

Warum Kegelschnitte in der Schule?

1. Sie kbnnen in vorziglicher Weise dazu dienen, bisher Gelerntes in Analysis und Vektorgeometrie
anzuwenden, zu vertiefen und mit Sinn zu versehen. Analysis lernt man ja nicht nur fiir die
Kurvendiskussion und Vektorgeometrie nicht nur fiir Schnittpunktsbestimmung zweier linearer
Gebilde; ferner sind diese beiden Gebiete auch nicht zueinander disjunkt!

2. Kegelschnitte kdnnen in methodischer Hinsicht ein optimales Betatigungsfeld entdeckenden
Lernens abgeben, seit es Software zur experimentellen Geometrie gibt! Die Satze sind konstruktiv gut
zuganglich und anschaulich zu machen, und die einfache Erzeugung von Ortslinien liefert erst die
Moglichkeit, geometrische Fragestellungen gezielt zu untersuchen. Der Ausbau der
Pol—/Polarentheorie zu Hiillkurven fihrt auf dsthetisch sehr ansprechende und damit motivierende
Graphiken, deren Erstellung (und Behandlung) ohne Computer eine Zumutung ware.

3. Natdrlich sind die Satze nicht nur zu entdecken, sondern auch zu beweisen! Warum eigentlich? Da
man interaktiv in kurzer Zeit eine sehr groRe Anzahl an Spezialfdllen experimentell (iberprifen kann
und dann natdurlich kein Schiler ernsthaft annimmt, es dabei nur mit Ausnahmefallen zu tun zu
haben, entfallt weitgehend die (schon bisher fragwiirdige) Funktion eines Beweises als
Ergebnissicherung. Viel bedeutender ist ja, dass Beweise Einsicht vermitteln kénnen! (Warum
beweist man sonst —auch in der Schule— manche Satze mehrfach? Und warum gibt man sich sonst
nicht damit zufrieden, dass , die Mathematiker” das alles schon vor Hunderten oder Tausenden von
Jahren bewiesen haben?) Genau dies Bedirfnis nach Einsicht wird durch ein interaktives
Geometrieprogramm sehr angeregt; die Schiiler stellen Fragen, anstatt Antworten auf ungestellte
Fragen zu erhalten, und zwar u.a. aus folgenden Griinden:
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Viele Sachverhalte (iber Kegelschnitte sind zunachst tiberraschend; die Neugier wird angeregt (dies
ist ein klassisches Beweismotiv). Ferner werden die Sachverhalte in ihrer Vielzahl bald
unibersichtlich; so dass das Bediirfnis nach Strukturierung, nach lokalem Ordnen, nach
Zusammenhangen entsteht: , Ist das neue Phanomen wirklich neu und muss ich es mir zusatzlich
merken, oder handelt es sich nur um alten Wein in einem neuen Schlauch?”

0.2 Methodische Bemerkungen

Der von mir vorgeschlagene Weg zu den Kegelschnitten kniipft an Bekanntes an: Die Schiiler kennen
Mittelsenkrechten als Menge von Punkten, die zu zwei Punkten denselben Abstand haben, dann
Winkelhalbierende als Menge von Punkten, die zu zwei Geraden denselben Abstand haben. Die
natirliche Fortsetzung ist der Mischtyp: Welche Punkte haben von einem Punkt und einer Geraden
denselben Abstand? Was passiert, wenn man die Gerade durch einen Kreis ersetzt?

Um deutlich zu machen, dass Schiiler selbstandig auf diesem Gebiet aktiv werden kénnen, habe ich
fast den gesamten Stoff in Form von Aufgaben konzipiert (die allerdings in dieser Datei aus Griinden
der besseren Lesbarkeit auch gleich die Lésungen enthalten). Die Fragen und Aufforderungen sind
zunachst noch relativ eng formuliert (das betrifft den ersten Abschnitt Gber Parabeln), um erst
einmal eine Grundlage zu schaffen. Bei den Abschnitten tiber Ellipsen und Hyperbeln sollen dann die
Schiler feststellen, wie die Parabeleigenschaften zu libertragen sind und welche Veranderungen
vorzunehmen sind. Dies kann in Form eines recht offenen Arbeitsauftrages geschehen. Dass das
Ergebnis dieser Aktivitdten vom Umfang und auch vom Inhalt her nicht von vorneherein feststeht,
gehort zum Wesen entdeckenden Lernens!

Die angestrebten Beweise kdnnen elementargeometrisch geflihrt werden oder mit Hilfe von
Vektorgeometrie oder Analysis. Die zu wahlende Methode wiirde ich in gar keinem Fall vorschreiben!
Manche Beweise im Losungsteil sind vielleicht eleganter als die Schiilerlésungen. Ich wiirde sie aber
(wenn Uberhaupt) erst dann den Schilern zu prasentieren, nachdem diese selbst schon Beweise
gefunden haben. Nur nach eigenem Bemiihen kann man ja erst die Schénheit anderer Losungen
wirdigen. Dem widerspricht nicht, dass einige Arbeitsblatter schon die Losungen enthalten, die ,,nur”
noch nachvollzogen werden miissen; dies geschieht dort, wo Schiiler kaum eine Chance haben,
selber auf die Losung zu kommen. (Entdeckendes Lernen heiRt ja nicht, dass die Schiler die gesamte
Mathematik neu erfinden mussten!)

Um das Bediirfnis nach Ordnung zu unterstiitzen, empfiehlt es sich auf jeden Fall, nach mehreren
Aufgaben die Schiiler eine Zusammenfassung des Stoffes schreiben zu lassen sowie in regelmaRigen
Abstanden auch Zusammenfassungen der Zusammenfassungen und mit den Schilern ausfiihrlich
dariber zu reden. Lernen ist ja standiges Zusammenfassen und Umstrukturieren! Hieraus ergibt sich,
dass in dieser Unterrichtseinheit die Schiler keineswegs die ganze Zeit am Computer sitzen.

Selbstverstandlich gibt es auch schwierige Aufgaben. Ich habe darauf verzichtet, sie eigens zu
kennzeichnen; durch einen Blick auf die Losungen findet der Lehrer heraus, welche Aufgaben fiir
seine Schiiler zu anspruchsvoll sind.
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1. Parabeln

1.1 Allgemeine Eigenschaften

Die Menge aller Punkte P, die zu einem Punkt F P
und zu einer Geraden g denselben Abstand I3
haben, heildt Parabel.

1.1.1 Zeichnen Sie die Parabel als Ortskurve (an L ziehen)! Wie verandert sich das Aussehen der
Parabel, wenn der Abstand zwischen F und g verdandert wird?

Losung: P liegt auf der Mittelsenkrechten zu PL. AuRerdem liegt P auf dem Lot zu g durch L. Die
Parabel wird enger (!!), falls der Abstand zwischen F und g verringert wird.

F heilSt Brennpunkt, und g heildt Leitgerade.

1.1.2 Der Scheitelpunkt der Parabel heilSt S. Wo liegt er, und was lasst sich Gber die Symmetrie der
Parabel sagen?

Losung: S liegt ,,in der Mitte zwischen” F und g. Die Gerade durch S und F ist Symmetrieachse der
Parabel.

1.1.3 Es sei M die Mitte von F und L. Begriinden Sie: FL steht auf MP senkrecht, und MP halbiert den
Winkel FPL.

Losung: Das Dreieck FLP ist (nach Konstruktion) gleichschenklig.

1.1.4 Was passiert mit M, wenn L auf g bewegt wird? Warum ist das so?

Losung: M bewegt sich auf der
Parallelen zu g durch S.
Wegen |FM|=|ML| ist die
y—Koordinate von F immer
das arithmetische Mittel der
(konstanten) y—Koordinaten
von Fund L.

g L

1.1.5 Die Gerade durch M und P ist offensichtlich die Parabeltangente durch P. Warum ist das so?
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Losung: Ein analytischer Beweis
liegt auf der Hand; ein
elementargeometrischer
verlauft etwa
folgendermalen (vgl. das
Bild): Da MP die
Mittelsenkrechte zu FL ist,
gilt fir jeden Punkt R=P
auf MP, dass? .. ist; MP liegt
also (bis auf den Punkt P)

vollstandig unterhalb der '
Parabel. g L

1.1.6: Man kann mit 1.1.3 und 1.1.5 den Parabolspiegel erkldren (ein zur Parabelachse paralleler
Strahl wird in P an der Parabel(tangente) reflektiert). Wie?

Losung: Da da Dreieck FPL
gleichschenklig ist, ist die
Mittelsenkrechte zu FL auch
Winkelhalbierende. Alle in
der Figur markierten Winkel F
haben die gleiche GroRe.
Daher gilt: Jeder zur P
Parabelachse parallele
Strahl hat die Eigenschaft,
nach F reflektiert zu
werden.

1.1.7: Spiegelt man P an M, so erhélt man den Punkt Q. Was passiert mit Q, wenn L auf g bewegt
wird? Erklaren Sie Ihre Beobachtung! PFQL heilt begleitende Raute.

Losung: Spiegelt man das Dreieck FLP an M,
so erhalt man LFQ. Da PL senkrecht
auf g steht, tut es auch QF. Q liegt
demnach auf der Symmetrieachse
der Parabel. Die Rauteneigenschaft
ergibt sich aus den Eigenschaften
einer Punktspiegelung (das Bild
einer Strecke ist zur
Ausgangsstrecke parallel).

'@,
.\_____________

2 Der Abstand zwischen Gerade g und Punkt P wird mit .|gP| . bezeichnet.
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1.1.8: Betrachten Sie das nebenstehende Bild.

T ist die Projektion von P auf die Parabelachse. Te °
Was koénnen Sie (iber die Lage der Punkte auf der /
Parabelachse sagen? Fe ’

Losung: Aufgrund der Strahlensatze ist der /M
Scheitelpunkt S der Mittelpunkt ‘
von T und Q. g .

Dies liefert insbesondere die einfache Moglichkeit, die Tangente in P als Gerade QP zu konstruieren.

1.2 Gleichungen

Als Ursprung des Koordinatensystems nehmen wir den Scheitelpunkt S; die Scheiteltangente sei die

0
x—Achse. Ferner sei .F= [fj .

1.2.1: Falls Sie es noch nicht gemacht haben sollten: Berechnen Sie die Punkte L, M, P. Ermitteln Sie
die Gleichung der Parabel.

Lésung: Ein Punkt auf der P,
Leitgeraden ist, und
es folgt F
:Ez(t/zJ Die
2 0 ) _ Scheiteltangente
S M
®
g L

Mittelsenkrechte zu FL durch M hat die Gleichung .. X-(F—L)=M-(F-L).., also
t2
—t-x+2-f-y =—3 . Schneidet man sie mit der Parallelen zur y—Achse durch L, so ergibt

t 2
sich P=| | . Die Parabelgleichung lautet demnach y:X— .
t°/(4-f) 4.-f
1.2.2: Unter welcher Voraussetzung erhdlt man die Normalparabel mit der Gleichung ?

0
Losung: Die Normalparabel hat den Brennpunkt F=[1/4J.

1.2.3: Ermitteln Sie die Gleichung der Tangente an der Stelle t.

1
Losung: Auch ohne Analysis ergibt sich die Gleichung leicht als yzﬂ-(Z-t-x—tz); im Fall der
Normalparabel ist y=2-t-x—t’.
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1.3 Konstruktionsaufgaben

1.3.0: Eine Parabel liege gezeichnet vor. Man konstruiere die Parabelachse.

Da jede Parabel aus der
Normalparabel durch
Achsenstreckung und Rotation
hervorgeht, kann man sich an
der Normalparabel orientieren.

Lésung:

Die Mittelpunkte zweier
zueinander paralleler Sehnen
liegen auf einer Geraden, die zur
Parabelachse parallel ist (in der
Skizze rot). Diesen Sachverhalt
kann man leicht beweisen:

\

\

\

Eine Gerade mit der Gleichung y =m-x+n schneidet die Normalparabel an den Stellen

%i\/:; die Mittelpunkte paralleler Sehnen liegen also auf der Geraden zu x :%.

Zur ,Mittelpunktsgeraden” senkrechte Sehnen haben Mittelpunkte, die auf der Geraden
zu x=0, also auf der Parabelachse liegen (in der Skizze blau).

Dies kann man auch auf synthetischem Wege einsehen:

L, R

L,

P1P, ist eine Sehne und Q das Lot von F darauf.

QF schneidet die Leitgerade in R. Die Senkrechte
zur Leitgeraden durch R schneidet die Sehne in
M. Dann ist

|L1R|2 =|RP1|2 _|L1P1|2 =|RP1|2 _|FP1|2
~([Raf" +[an[")-(FFal’ +[an,f )
- Raf -IFay
und analog |L,R[" =[RQ|" -|FQ[’.

R halbiert also LiL,, und daher halbiert M die
Sehne.

Jede zu P1P; parallele Sehne fiihrt zum selben Mittelpunkt R der LotfuBpunkte auf der Leitgeraden

und damit zum Mittelpunkt der Sehne.

Daher liegen die Mittelpunkte paralleler Sehnen auf der Geraden durch R, die zur Parabelachse

parallel ist.
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1.3.1: Eine Parabel liege mit ihrer Achse gezeichnet vor. Man konstruiere in einem Parabelpunkt P die
Tangente sowie den Brennpunkt F.

Losung: Man bekommt die Tangente,
indem man P auf die Achse
senkrecht projiziert (Ergebnis: T)

und T am Scheitelpunkt spiegelt P
(Ergebnis: Q). Die Gerade durch Q Te

und P ist die gesuchte Tangente.

Spiegelt man die Parallele zur F

Parabelachse durch P an der

Tangente, so bekommt man eine

Gerade, die die Parabelachse in F S
schneidet.

1.3.2: Gegeben seien der Brennpunkt F der Parabel, die
Parabelachse und ein Parabelpunkt P. Wie konstruiert
man die Tangente t durch P?

Losung: Man projiziere P auf die Achse (Resultat: T). Auf
der Parallelen zur Parabelachse durch P liegt L

mit [PF|=|PL|. Damit hat man die Leitgerade,

damit S und damit Q und damit die Tangente
QP.

1.3.3: Gegeben sei der Brennpunkt F der Parabel, die Parabelachse und eine Parabeltangente t. Wie
konstruiert man den zugehorigen Parabelpunkt P auf t?

Losung: Spiegelt man F an der Tangente, erhalt man L. Das Lot zu g durch L schneidet die

Tangente in P.

1.3.4: Gegeben Brennpunkt F und Leitgerade g. Wie konstruiert man die Tangenten durch einen
Punkt V auRerhalb der Parabel?
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Losung:

V sei der in Rede stehende
Punkt.

Man konstruiere die
Scheiteltangente.

FM muss auf der
gesuchten Tangente
senkrecht stehen.

Daher konstruiere man
den Thaleskreis Gber FV;
dieser schneidet die
Scheiteltangente in M und
M’.

Dann sind VM und VM’ die
gesuchten Tangenten.

Scheiteltangente

1.4 Weitere Eigenschaften der Tangenten

1.4.1: Eine Parabeltangente schneide die Leitgerade in V. Was lasst sich tGber das Dreieck VPF sagen?
Wie kann man das erkldaren? Wie lasst sich auch dieser Sachverhalt nutzen, um die Parabeltangente
zu P zu konstruieren?

Losung: L liegt auf dem Thaleskreis Gber VP.
Da L und F spiegelbildlich zur
Tangente liegen, muss der
Thaleskreis auch durch F gehen.
Daher steht VF auf FP senkrecht.
Zur Konstruktion der
Parabeltangente: Die Senkrechte
zu PF durch F schneidet die
Leitgerade in V. VP ist Tangente.

1.4.2: Verlangert man PF Uber F hinaus, so
gelangt man zum Beriihrpunkt Q der zweiten
Parabeltangente durch V. Warum ist das so?

Losung: Die Dreiecke VPF und VQF missen
wegen 1.4.1 beide bei F einen
rechten Winkel haben. Daher liegt
F auf der Strecke PQ.
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1.4.3: Beweisen Sie: Zwei Parabeltangenten sind genau dann zueinander rechtwinklig, wenn sie sich
auf der Leitgeraden schneiden.

Losung: Die zu den Stellen a und b gehdrigen Parabeltangenten haben die Gleichungen
(a+b)/2 j

y:i-(z-a-x—az) und y:i-(z-b-x—bz); sie schneiden sich in U=
4-f 4-f a-b/(4-f)

N

@ -&z—l, was zu ﬂ=—f
-f 4-f 4.-f
U auf der Leitgeraden liegt.

Beide stehen genau dann aufeinander senkrecht, wenn

IS

dquivalent ist. Die letztere Bedingung bedeutet aber, das

(%]

1.4.4: Beweisen Sie: Zwei Parabeltangenten schneiden sich genau dann auf der Leitgeraden, wenn
die Verbindungsgerade ihrer Beriihrpunkte durch den Brennpunkt geht.

a
Losung: Die Gerade durch die beiden Parabelpunkte und hat die
a’/(4-f)

b
b*/(4-f)

. 1 . 0 a-b
Gleichung yzﬂ-((a+b)-x—a-b); sie geht genau dann durch F= r wenn f:_ﬂ
ist, was zur Orthogonalitdt der beiden Tangenten dquivalent ist.

1.5 Polaren

In 1.3.4 haben Sie gelernt, wie man durch einen gegebenen Punkt V die Tangenten an eine Parabel
konstruiert. Die Gerade durch die Berlihrpunkte P und P’ heiRt Polare zu V. Wir bezeichnen sie mit

V#

1.5.1: Konstruieren Sie die Polare V* zu V. Was passiert, wenn V auf der Leitgeraden liegt? Was
passiert, wenn V auf der Parabel liegt? Erklaren Sie lhre Beobachtungen!

Losung: Die Polare eines Punktes auf der Leitgeraden geht nach 1.4.2 durch den Brennpunkt.
Die Polare eines Parabelpunktes ist die dortige Tangente.

Bei den folgenden Rechnungen kénnen Sie annehmen, dass die Parabelgleichung y=x’ lautet.

u
1.5.2: Ermitteln Sie die Gleichung der Polaren zu Vz[ ] .
v

Losung: Eine mogliche Losung besteht darin, durch V Geraden zu legen, die Parabeltangenten
sind, dann deren Berlihrpunkte zu ermitteln und durch diese beiden Berihrpunkte die
gesuchte Gerade zu legen. Dieser Weg ist naheliegend, aber auch mit Arbeitsaufwand
verbunden und langweilig. Man lernt nichts dabei.

Bessere Antwort: Die Tangente t,durch den (unbekannten und auch uninteressanten)

a u
Punkt Piz[ ZIJ hat die Gleichung y=2-3, ~x—af . Dann liegt Vz( j auf t,, also gilt
a v

v=2-a-u—a’. Schreibt man diese Gleichung als a’ =2-a -u—v, so bedeutet sie, dass

die Beriihrpunkte P, auf einer Geraden mit der Gleichung liegen. Damit

hat man die Polare gefunden.

1.5.2.a Die Polare des Brennpunkts ist die Leitgerade.
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1.5.3: Lassen Sie V auf einer Geraden laufen. Was kénnen Sie iiber die Polaren V* zu V sagen?
Versuchen Sie, lhre Beobachtung zu beweisen!

Losung: Wenn V auf einer Geraden g lauft, so drehen sich die Polaren zu V um einen festen

Punkt. Begriindung: Die Polare zu Vz[ ] hat die Gleichung y=2-u-x—m-u—n.

m-u+n

. m/2
Sie geht durch den Punkt .
-n

Sie haben in 1.5.3 gesehen: Wenn V auf einer Geraden g: y=m-x+n lauft, so drehen sich die

m
Polaren zu V um einen festen Punkt (
-n

2
]. Diesen nennen wir den Pol zu g und bezeichnen ihn mit

#

g".
1.5.4: Beweisen Sie:

e Essei V" die Polare zu V. Wenn Sie den Pol zu V¥ nach 1.5.3 ausrechnen, erhalten Sie wieder

V.
e Essei g* der Pol zu g. Wenn Sie die Polare zu g* nach 1.5.2 ausrechnen, erhalten Sie wieder
g.
N u m/2
Losung: —>y=2-u-x—v und y=m-x+n—>
v -n

Wegen 1.5.4 kdnnen Sie jedem Punkt V eine Polare V¥ zuordnen. Ferner kdnnen Sie jeder Geraden g
einen Pol g zuordnen.

1.5.5: Wie
konstruiert man die
Polare eines Punktes
P, der innerhalb der
Parabel liegt?

Losung:

Man konstruiert

durch P zwei Sehnen

mit den beiden P
Tangentenpaaren

(rot und blau),

deren Schnittpunkte

auf der gesuchten

Polaren liegen.
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Die Konstruktion der Polaren zu einem Punkt innerhalb der Parabel lasst sich wesentlich
vereinfachen:

1.5.6: Zu jeder Polare P* gibt es eine
dazu parallele Tangente. Betrachten Sie
das Bild, und untersuchen Sie es auf
Abstandsverhaltnisse.

Konstruieren Sie einheitlich zu jedem

Punkt P (unabhingig davon, ob P P
aullerhalb, auf oder innerhalb der ¢
Parabel liegt) die zugehdorige Polare.
T
R

u
Losung: Es sei P:[
\")

u
J; die gesuchte Polare hat die Gleichung y=2-u-x—v . Esist T:( 2] ,und
u

die zugehorige Tangente hat die Gleichung y=2-u-x—u”. Spiegelt man P an T, bekommt

u
man Rz(2 5 j . Die Parallele zur Tangente durch R hat dann die Gleichung
‘Ut —v
y=2-u-(x—u)+2-u’—v=2-u-x—v, ist also die Polare zu P.

1.6 Hullkurven

In 1.1.3 haben Sie gesehen, dass FM auf der
Parabeltangente senkrecht steht und dass M
auf der Scheiteltangente SM liegt.

Wenn nun M die Scheiteltangente durchlauft
und immer die Senkrechten zu FM durch M
gezeichnet werden, so bekommt man alle
Tangenten der Parabel.

Die Parabel erscheint als Hiillkurve ihrer
Tangenten.

In der Analysis haben Sie gelernt, wie man die Tangenten berechnet, wenn man die Punkte der Kurve
kennt. Hier liegt die inverse Fragestellung nahe: Kann man die Punkte errechnen, wenn man nur die
Tangenten der Kurve kennt? D.h. wenn man nicht wiisste, dass bei der obigen Zeichnung die
Geraden eine Parabel einhiillen, ja, wenn man gar keine Vermutung hatte, um welche Kurve es sich
dabei handelt, konnte man das trotzdem herausbekommen? Ja, man kann!

0 u
Dazu sei F:(J der Brennpunkt und Uz(oj ein beliebiger Punkt auf der x—Achse (die sich dann

hinterher als Scheiteltangente herausstellen wird).
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2

1.6.1: Bestatigen Sie, dass die Senkrechte zu FM durch M die Gleichung y :%-X—UT hat.

Wie kommt man jetzt zu dem gesuchten Kurvenpunkt? Er muss ja der Beriihrpunkt der nun
bekannten Gerade g mit der gesuchten Kurve sein. Wie sind Sie in der Analysis vorgegangen? Dort
war der Berlihrpunkt bekannt, und Sie haben die Beriihrgerade gesucht.

Erinnern Sie sich? Statt der gesuchten Tangente in einem Kurvenpunkt P haben Sie zunachst die
Sekante PQ mit einem zweiten beliebigen Kurvenpunkt Q berechnet. Wenn dann der Punkt Q sich
dem Punkt P immer mehr anndherte, so naherte sich auch die Sekante immer mehr der Tangente an.
Die Tangente in P ,war” dann die Grenzgerade der Sekanten fir Q—P; es galt: t, =(I1i_r2PQ .

Diese Vorgehensweise ibernehmen wir hier! Statt des gesuchten Berthrpunkts B, von g berechnen

wir zunachst den Schnittpunkt g nh mit einer zweiten beliebigen Tangente h. Die Gerade h riihrt von

2

v
einem anderen Punkt Vz(oj auf der Scheiteltangente her und hat die Gleichung h: y=¥~x—vT.

u+v
Der Schnittpunkt von g mit h ist Sz(

J . Wenn nun die Gerade h sich immer mehr der Geraden
u-v

u+v
g annahert, so ndhert sich auch der Schnittpunkt Sz( /J immer mehr demjenigen Punkt B, auf
u-v

2-u
g an, der BerUhrpunkt mit der Parabel ist: B, =Ihimgmh=[ 5 /f] .
—g u

1.7 Hillkurven von Polaren

Sie haben in 1.5.3 gesehen: Bewegt sich ein Punkt auf einer Geraden, so drehen sich seine Polaren
um einen festen Punkt. Was passiert eigentlich mit den Polaren, wenn sich der Punkt auf einer
anderen Kurve bewegt? Die ,Polkurve” wird dann wohl Anlass zu einer Hiillkurve von Polaren, also zu
einer ,Polarenkurve” geben.

1.7.1: Erzeugen Sie die Polarenkurve einer beliebigen Parabel.
Losung: Die (schwarze) Ausgangsparabel habe die Gleichung
y=x". Die (rote) Parabel, auf der die Pole liegen, habe die

u
Gleichung y=a-x> +b-x+c. Ein Punkt Uz( , ] auf
a-u"+b-u+c

der roten Polparabel hat die Polare mit der Gleichung
v
y=2-u-x—a-u’—b-u—c. Ein anderer Punkt Vz( j gibt

Anlass zu einer analogen Polarengleichung. Beide Polaren
(a-(u+v)+b)/2

. Fihrt man den
a-u-v—c

schneiden einander in (

Grenziibergang v —u aus, so gelangt man zum Berihrpunkt

a-u+b/2
a-u’—c )
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1.7.2: Betrachten Sie die Polarenkurve eines Kreises, dessen
Mittelpunkt auf der Parabelachse liegt.

Die blaue Hillkurve hat also die Gleichung y= —c; es handelt sich somit wiederum um

eine Parabel.

Lésung: Die Parabel sei die Normalparabel mit y =x?, und ein Punkt

. (0 cos @ . . .
des Kreises sei ( }Lr.[sin(p] . Dann hat die Polare dieses Punktes die
Gleichung y=2-r-cos@-x—h—r-sine . Die zum Winkel y gehdrige
Polare hat eine analoge Gleichung, und der Schnittpunkt beider
Polaren lasst sich berechnen. Fihrt man fiir ihn den Grenzibergang
_(COt(P)/Zj'

Y — ¢ aus, so ergibt sich der Hillkurvenpunkt ;
—k—r/sing

2
. . . . +k .
er liegt auf einer Kurve mit der Gleichung [y—j —(2-x)2 =1, also auf einer Hyperbel.
r
Achtung: Nimmt man als Polkurve einen Kreis, der nicht auf der Parabelachse liegt, so ergibt sich eine
gedrehte Hyperbel, die mit den Mitteln der Schulmathematik nicht mehr angemessen untersucht

werden kann.

1.8 Eine Anwendung

F sei ein fester Punkt. Ein beliebiger Strahl soll erst in Richtung F reflektiert werden; vor Erreichen
von F soll er abermals so reflektiert werden, dass er danach wieder parallel zum Anfangsstrahl
verlduft. Welche Kurven sind das? Wozu kann man die gesamte Anordnung verwenden?

Losung: Es handelt sich um Parabeln mit
dem Brennpunkt F und zum
Anfangsstrahl senkrechten
Leitgeraden. Ein Biindel paralleler
Strahlen kann so verengt bzw. >
aufgeweitet werden.

o]

1.9 Der Scheitelkrimmungskreis der Normalparabel

Der Radius des Krimmungskreises zur Kurve mit dem

P

12

allgemeinen Punkt P(t) ist p(t)=

P
PIL‘PII

N | =

ST e———
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1.10 Parabeln durch drei Punkte: Problematik

Es reicht nicht, eine Parabel
durch drei Kurvenpunkte A,
B und C festzulegen; man
bendtigt auch den
Brennpunkt F, der
allerdings nicht beliebig
wahlbar ist, denn der Kreis
um A durch F und der Kreis
um B durch F und der Kreis
um C durch F missen die
(rote) Leitgerade berihren.
Drei beliebige Kreise haben ‘
jedoch i.a. keine
gemeinsame Tangente.

<

1.11 Parabeln aus 3 Punkten und dem zugehdérigen Brennpunkt
Wie findet man die Leitgerade g?
Losung:
Man kann so vorgehen wie im nachsten Abschnitt oder wie
folgt: Wegen |FA| =|gA|, |FB|=|gB|, |[FC|=|gC| hat die Leitgerade
in baryzentrischen Geradenkoordinaten die Form
[[FA|:|FB|:|FC| ]; auf ihr liegen die Punkte (—|FB|: |FA|: 0) und

7 7

(0 : —|FC| : |FB|). Diese Verfahren sind jedoch nur erfolgreich,

wenn F ein passender Brennpunkt ist.
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1.12 Parabeln aus 2 Punkten
und dem Brennpunkt

Losung:

Die Leitgeraden sind die Tangenten
an die Kreise um P bzw. Q und F.
Naturgemal gibt es zwei Loésungen.

1.13 Parabel aus 2 Tangenten und dem Brennpunkt
Losung:

Jede Tangente ist Mittelsenkrechte von F und einem Punkt L auf
der Leitgeraden.

Zwei Tangenten liefern demnach zwei Punkte auf der Leitgeraden
und damit diese selbst.

Hier ist die Losung eindeutig.
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2. Ellipsen

Bei einer Parabel hat man Gleichabstandigkeit zu einem Punkt (Brennpunkt) und einer Geraden
(Leitgerade). Biegt man die Gerade zu einem Kreis, so gibt es zwei Moglichkeiten: Man kann die
Gerade vom Brennpunkt weg biegen, so dass der Brennpunkt auRerhalb des Kreises liegt, oder den
Kreis zum Brennpunkt hin biegen, so dass der Brennpunkt innerhalb des Kreises liegt. Im ersten Fall
bekommt man statt der Parabel eine Hyperbel, im zweiten Fall eine Ellipse.

2.1 Allgemeine Eigenschaften

Gegeben seien ein Kreis k mit Mittelpunkt
Z und Radius r sowie ein Punkt F innerhalb
des Kreises.

Die Menge aller Punkte E, die zum Kreis k
und zum Punkt F denselben Abstand
haben, heil’t Ellipse.

Wie tblich ist der Abstand |KE| als
kiirzeste Entfernung |KE| fiir Punkte K auf

7~

dem Kreis k definiert.

F heilSt Brennpunkt, und k heiRt Leitkreis.

Leitkreis k

2.1.1: Konstruieren Sie die Ellipse als Ortskurve! Wie verdndert sich das Aussehen der Ellipse, wenn
der Abstand zwischen F und k verdndert wird? Was lasst sich (iber Symmetrie und die beiden
Extrempunkte sagen?

Losung: K durchlaufe den Kreis k. E liegt auf der Mittelsenkrechten zu FK. AuRerdem liegt E auf ZK.
Die Ellipse wird kreisformiger, falls der Abstand zwischen F und Z verringert wird. Ist F = Z,
so erhalt man einen Kreis.

Die Ellipse hat eine Symmetrieachse, die durch F und Z verlauft. Wegen |kE| =|KE| =r—|ZE|

lasst sich die die Ellipse definierende Gleichung |FE| =|kE| umschreiben zu |EF|+|EZ|:r .

Auch Z ist also ein Brennpunkt. Aufgrund der symmetrischen Gestalt der eingekastelten
Gleichung ist auch die Mittelsenkrechte zu F und Z Symmetrieachse.

. 0 0 cosp) . .
Mit Z= 0 und F= ¢ und Ko=r-| . lasst sich der ,,nordliche” Scheitelpunkt N
- sing

F+K, 1 (r—f
wegen |FN|=|kN|=|K ON| beschreiben als N=—2% ="_. und der ,stidliche”
% 2 200
2 0

Scheitelpunkt S wegen |FS|=|kS| =|K27OOS| als S = F+§mo :l.(—r—fj '

2.1.2: Die Ellipse verlauft vollstandig innerhalb des Leitkreises. Warum?
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Losung: Wire E auBerhalb des Leitkreises, so wire [EZ| groRer als r; dann miisste aber |EF|

negativ sein.

2.1.3: Es sei M die Mitte von F und K. Begriinden Sie: FK steht auf
ME senkrecht, und ME halbiert den Winkel FEK. E

Das Dreieck FKE ist (nach Konstruktion) gleichschenklig.

Leitkreis k

2.1.4: Es sei M die Mitte von F und K. Verifizieren Sie: Wenn K auf dem Leitkreis k bewegt wird, bewegt
sich M auf einem anderen Kreis. Dieser zweite Kreis heiRt (Haupt-)Scheitelkreis. Begriinden Sie lhre
Beobachtung, indem Sie die Koordinaten von M berechnen. Bestimmen Sie Mittelpunkt und Radius

des Scheitelkreises.

) . 0 cos ¢ 0).
Losung: Mit Z= ,K=r| , F= ist
0 sing —f
—f/2 cos
M:ﬂ: / + L ) ? . Der Scheitelkreis
2 0 2 { sing
K

hat den Mittelpunkt g und den Radius r/2. Die M
Scheitelpunkte der Ellipse liegen auf ihm.

Leitkreis k

2.1.5: Ubertragen Sie 1.1.5 auf die Ellipse!

Losung: Die Gerade durch M und E ist Ellipsentangente aus
folgendem Grund:
Da ME die Mittelsenkrechte zu KF ist, gilt fir jeden Punkt

R#E auf ME, dass |FR|=|KR|¢|kR| ist;
MP hat also mit der Ellipse nur den Punkt E gemeinsam.

I eitkreis k
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2.1.6: Ubertragen Sie 1.1.6 auf die Ellipse!

Losung: Jeder von F ausgehende Strahl wird an der E
Ellipse(ntangente) so reflektiert, dass er
anschlieRend durch Z geht, denn der griine
Winkel und der blaue Winkel haben gleiche
GrofRRe, weil FKE nach Konstruktion
gleichschenklig ist, und der blaue und der rote
Winkel sind Scheitelwinkel.

1 eitkreis k

Anwendungen sind Flistergalerien.

Geht ein Strahl nicht von einem Brennpunkt aus, so
wird er auch nicht in den anderen Brennpunkt
reflektiert. Unterhalten sich zwei Personen in den
Brennpunkten einer Fliistergalerie, so werden sie nicht
durch andere Personen gestort.

2.1.7: Spiegelt man E an M, so erhdlt man den
Punkt Q. Verifizieren Sie: Wenn K auf dem
Leitkreis bewegt wird, durchlauft Q weder
eine Gerade noch einen Kreis.

Losung:  Es ergibt sich das nebenstehende Bild.
Somit lasst sich 1.1.7 nicht direkt

analogisieren. A
k
Q

2.1.7a: Die Ellipsentangente durch E und die Leitkreistangente durch K schneiden einander in V.
Begriinden Sie: Wenn K den Leitkreis durchlduft, durchlauft V eine Gerade. Diese Gerade heilst
Leitgerade der Ellipse; sie wird hier mit g abgekiirzt. EFVK heiflt begleitender Drachen; er ist bei K und
bei F rechtwinklig.
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Losung:

EM ist Symmetrieachse von
EFVK; insbesondere hat man
bei F einen rechten Winkel. Es

_ (cosw] [Oj
sei K=r-| und F=
sing —f

. Die Ellipsentangente hat als
Mittelsenkrechte zu F und K
die Gleichung

2 2
x-(|<—|:)=%-(|<—|c)=K _F

, und die Kreistangente hat die
Gleichung X-K =K.

Subtrahiert man beide Gleichungen voneinander, so folgt X-F=

r? +f?

g:y=-— 2.f

2.2 Gleichungen

4

2 2
und damit

Da man hier anders vorgeht als bei Parabeln, ist die interne Nummerierung von 2.2 nicht analog zu
der internen Nummerierung von 1.2.

Ublicherweise platziert man die beiden Brennpunkte auf der Rechtsachse. Sie wurden im letzten
Kapitel nur deswegen auf der Hochachse platziert, um die Analogie zur Parabel offensichtlicher zu

gestalten.

f
Nehmen Sie als Ursprung des Koordinatensystems die Mitte zwischen Z und F. Es sei F =[Oj, also

—f
Zz[ 0 jz—F. Der Leitkreis habe den Radius r=2-a.

a
Erster Weg (ein zweiter Weg wird im Anhang dargestellt): Es gilt fir den ,,Ostpol” A Z(Oj wegen

r=|AF|+|AZ|=(a—f)+(f+a)=2-a, dass A:(

a
0

H

r/2
0

] st
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Wegen r =|BZ|+[BF|=2-|BF| ist [BF|=a und [b* =a* —f*],

0 0
also B= = . B
b a? —f?

X
Es ist fiir den ersten Weg von Nutzen, den Abstand [EF| fiir einen Ellipsenpunkt E:( j zu
y

berechnen. Der Trick besteht in einer cleveren Verwendung der 3. binomischen Formel.

Die Ellipsenpunkte E sind durch die Beziehung |EF|+|EZ| =r=2-a charakterisiert.

Ferner ist |EZ|2 =(x+f)* +y* und |EF|2 =(x—f)> +y?, also |EZ|2 —|EF|2 =4.x-f.

[ R _axf_2xf

Mithin ist [EZ|—|EF] E 2a s

, was zusammen mit [EZ|+|EF|=2-a ergibt, dass

|EF|=a—Lf und |Ez|=a+X—'f ist.
d a

Hieraus folgt die Ellipsengleichung |~ + Y- =1/, indem man die Gleichungen |EF|2 =(x—f)*+y* und

£Y : .
|EF|2 :(a—X—J voneinander abzieht.
a

a-cost
2.2.4: Sie kdnnen einen beliebigen Ellipsenpunkt E auch schreiben als E:[b . J .
-sin

Dass wir die Ellipse durch 2 Gleichungen beschrieben haben, ist kein reiner Luxus. Zur Beschreibung
der Ellipsenpunkte nimmt man 2.2.4, und wenn man testen will, ob irgendein Punkt auf der Ellipse
liegt oder nicht, nimmt man 2.2.3. Insbesondere erkennt man aus 2.2.4, dass Ellipsen gestauchte
Kreise sind.

X XX .
0 0, Yo

a’ b?

=1.

Yo

2.2.5: Die Tangente zu dem Ellipsenpunkt ( j hat die Gleichung

Lésung: Man leitet den Ellipsenterm f(x)=iE-\/a2 —x ab; dies fiihrt auf
a

f'(x)=+—-—-——==——-—. Also lautet die Tangentengleichung

b2 X 2 2 2 2 2 2
y=———2-(x—X,)+Yy,, woraus b’ -x-x, +a’-y-y, =b*-xg+a’ -y; folgt.
| S

a-b?
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2
a
2.2.6: Zeigen Sie, dass die Leitgerade die Gleichung |g: XZT hat.
Losung: Nach 2.1.7.a besteht Leitgerade aus den Schnittpunkten der Ellipsentangenten mit den

zugehorigen Kreistangenten.

Der Leitkreis ist der Kreis um Z mit
dem Radius r=2-a. Dann ist
cosQ) .
K=Z+2-a:| . mit der
sing
Tangente
X-(K=2)=K-(K-Z)=K*+K-F.

Die Tangente in E ist die
Mittelsenkrechte zu F und K, hat
also die Gleichung

2 2
x-(|<—|:)=K i

Subtrahiert man beide Gleichungen, bekommt man

KC+2.KF+F (K-2) 4.2 a2

2-X-F= und damit x=—.
2 f

, so erkennt man: Fir jeden Ellipsenpunkt E gilt

2
2.2.7: Schreibt man |EF|=a—X—f=£.(a__xJ=£.|gE
a alf a

f

|[FE|=¢-|gE| mit &=~ . Der Faktor & heiRt numerische Exzentrizitit.
a

Bei der Parabel ist e=1.

Natdrlich gehéren zur Ellipse zwei Leitgeraden

2
mit den Gleichungen x =iaT.

2.2.7_a: Wie konstruiert man die Leitgeraden, wenn die Ellipse und ihre Brennpunkte gegeben sind?

w3l Qo )
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Die Strecke LR wird von Fim

LF +f

Verhaltnis u:a_ geteilt. Der
[FR| a—f

zugehorige duRere Teilungspunkt G

habe von O den Abstand g; flr ihn

LF| |LG

muss dann 25F L _t6l _a+e

a—f |FR| |GR| g-a

o

aZ

sein, was auf g:T fuhrt.

2.2.7_b: Wie konstruiert man den duBeren
Teilungspunkt, wenn der innere gegeben
ist?

Man wiahle U auf der Lotgerade durch L
beliebig und verbinde U mit F. Der
Schnittpunkt mit der Lotgeraden durch R
ist V. Man spiegele V an R mit dem

W
Ergebnis W. UW schneidet LR in G. L E\IR
A\

A I ey g
FR| [RV] |[RW| |RG|

O

Begriindung:

2.3 Konstruktionsaufgaben

2 2

Schneidet man die Ellipse mit X—2+Z—2:1 mit der Geraden mit y=m-x+n, so bekommt man die
a

—a’-m-nta-b-\a’-m*+b’—n’
a’-m’ +b’

Schnittstellen X, =

n —a’-m
a’-m’ +b? b2 )

Fiir verschiedene Werte von n liegen
diese Mittelpunkte auf der
2
Ursprungsgeraden mit y=— Zb X, ///
a“~-m
p /

/

Dies kann man auch ohne Rechnung einsehen, denn eine Ellipse ist ein gestauchter Kreis. Fiir Kreise
ist es unmittelbar evident, dass die Mittelpunkte zueinander paralleler Sehnen auf einer dazu
senkrechten Mittelpunktssehne liegen. Bei Stauchungen bleiben Parallelitat und

; der Mittelpunkt beider Schnittpunkte ist
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Mittelpunktseigenschaft erhalten. Die Steigungen beim Kreis seien p und p, mit p, -p, =—1. Bei der

b b
Stauchung in y-Richtung um den Faktor — wird aus pi die Steigung m, =—-p, und aus p, wird
a a

b L b’ b’
m, =—-u, . Damitist m; -m, =—-p, -p, =——.
a a a

Warnung: Die zu konjugierten Durchmessern gehorige Gleichung
2

m, -m :_a_z sagt aus, dass die eine Steigung positiv und die

1 2

andere negativ sein muss. Man kann die Ellipse so drehen, dass
beide Steigungen gleiches Vorzeichen haben (Graphik rechts), so
dass die obige Gleichung nicht gelten kann.

2

Die Gleichung m, -m, =——- ist daher an die Achse ZF gebunden.
a

2.3.0: Eine Ellipse liege gezeichnet vor. Konstruieren Sie die Achsen.
Losung: Die Mittelpunkte zweier

zueinander paralleler Sehnen

liegen auf einer Geraden, die durch

den ,Mittelpunkt” O der Ellipse

geht. Auf diese Weise lasst sich O

konstruieren. Nun zeichne man

einen Kreis um O, der die Ellipse in

4 Punkten schneidet; man

bekommt so ein Rechteck. Die

Parallelen zu den Rechtecksseiten

durch O bilden die Achsen der
Ellipsen. \ ,

2.3.1-4: Die Konstruktionsaufgaben 1.3.1—4 lassen sich von der Parabel auf die Ellipse tGbertragen.
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2.3.1: Gegeben seien Z, F, und E. K
Man konstruiere die Ellipsentangente.

Losung: K liegt auf der Verlangerung von ZE
mit d(E,F)=d(E,K) . Die
Mittelsenkrechte zu KF ist die
gesuchte Tangente.

2.3.2: Gegeben seien Z, F und eine Ellipsentangente t. Man konstruiere den Ellipsenpunkt.

Losung: Spiegelt man F an t, erhalt man K. E ist der Schnittpunkt von t mit ZK.

2.3.3: Eine Ellipse liege mit einer Achse B

gezeichnet vor. Man konstruiere die
Brennpunkte.

Lésung: Nach 2.2.1ist d(0, A)=d(B, F).
Man schlage einen Kreis um B mit dem A
Radius d(0, A).

2.3.4: Eine Ellipse liege mit einer Achse gezeichnet vor. Man konstruiere die Tangenten von einem
Punkt V auRerhalb der Ellipse.

Lésung:

Schneidet eine Ellipsentangente den

Scheitelkreis in M, so steht FM auf der '

Tangente senkrecht. Man konstruiere

also zunéachst F. Dann schlage man den

Thaleskreis tiber FV. Dieser schneidet

den Scheitelkreis in M und M’. Die

Geraden VM und VM’ sind dann die Vi
gesuchten Tangenten.

2.4 Weitere Eigenschaften der Tangenten

Auch die weiteren Eigenschaften der Tangenten bei Parabeln (1.4) fordern zu einer Analogisierung
heraus. Das kann schiefgehen:
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2.4.1: Analogisieren Sie 1.4.1.
Losung:

Hierbei ist sicher die Leitgerade der Parabel
durch den Leitkreis der Ellipse zu ersetzen.
Schneidet nun eine Ellipsentangente den
Leitkreis, so sind die entstehenden Dreiecke
i.a. nicht rechtwinklig!

N

Was tun? Nun, vielleicht ist der Leitkreis doch nicht das geeignete Objekt? Drehen wir den SpieR

herum!

2.4.1a: Konstruieren Sie den geometrischen Ort
aller Punkte V auf Ellipsentangenten, so
dass EF auf FV senkrecht steht, und
begriinden Sie, dass Sie damit die
Leitgerade erhalten. Wie kann man
diesen Sachverhalt nutzen, um die
Ellipsentangente zu E zu konstruieren?

Losung: Man vergleiche 2.1.7a. EV ist die
Symmetrieachse der Raute EFVK.
Wenn man die Leitgerade hat,
bekommt man V aus K und damit EV als
Tangente.

2.4.2: Analogisieren Sie 1.4.2.
Lésung:

Die Tangente in E schneide die zu F gehorige
Leitgerade in V. nach 2.4.1.a hat man bei F
einen rechten Winkel.

Verlangert man EF Uiber F hinaus, so gelangt
man zum Berihrpunkt der zweiten
Ellipsentangente durch V. Hier greift dasselbe
Symmetrieargument wie in 1.4.2.

K V

"V

2.4.3: Das direkte Analogon zu 1.4.3 ist sowohl flir den Leitkreis als auch fiir die Leitgerade falsch; der
geometrische Ort aller Punkte, von denen aus zueinander orthogonale Tangenten an die Ellipse
gezogen werden konnen, ist vielmehr ein Kreis um den ,Mittelpunkt” der Ellipse mit dem Radius

Jal +b?.
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2.4.4: Die Analogisierung von 1.4.4 wiirde nur zu langlichen Rechnungen fiihren; wir werden bald
eine bessere Methode kennenlernen.

2.5 Polaren

Sie werden schon vermuten, dass die Leitgerade die Polare des Brennpunkts ist. Das ist
offensichtlich, wenn Sie 2.5.1-5 geldst haben:

2.5.1-5: Analogisieren Sie 1.5.1-5!

u
Losung: Zur Gleichung der Polaren zu V =[

] : Die Tangente t durch den (unbekannten und auch
\

X. X Y-V
uninteressanten) Beriihrpunkt P =[ '] hat die Gleichung X—2X'+%=1. Dann liegt
: a

u g, UsXe vy . . . . . .
Vz[ ] auf t,, also gilt —2'+b—2y'=1. Diese Gleichung lasst sich auch so interpretieren,
v a

X. . .
dass die Berlihrpunkte P =[ 'j auf der Geraden mit der Gleichung |— +——=1]| liegen.

Damit hat man die Polare V* gefunden.

Was passiert mit V¥, wenn V auf einer Geraden lauft?

x d- u
Die Gerade g lasst sich schreiben als g: ¥+b_2y:1' Auf ihr liege der Punkt V=[ j,
a v
. . s U-X V-y .
dessen Polare die Gleichung V*: _2+b_2:1 hat. Dass V auf g liegt, bedeutet, dass
a

cu d-v
—2+b—2 =1 gilt. Diese Gleichung lasst sich aber auch so interpretieren, dass der Punkt
a

c
g :[dJ auf V* liegt. Also: Wandert V auf g, so dreht sich V¥ um g*.
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2.5.6: Konstruieren Sie zu jedem Punkt (unabhangig davon, ob er auf, auRerhalb oder innerhalb der

Ellipse liegt) die zugehorige Polare. Lassen Sie sich hierbei von der Polarengleichung ¥+yb_2v =1
a
2

a“/u
leiten. Die Polare schneidet die x-Achse (Hauptscheitelachse) in [ / J und die y—Achse

>
u' 0 u

0
(Nebenscheitelachse) in | | .
b* /v

Ferner gehort zu einer Ellipse nicht nur
ein (Haupt—)Scheitelkreis, sondern auch
ein Nebenscheitelkreis.

u
Losung: Man kommt vom Punkt Loj
u' . a’
zum Punkt 0 mit u'=——
u
durch Beachtung des k

Hohensatzes in der Figur.

2
a“/u 0
Damit kann man die beiden Polaren-Punkte ( 0/ j und (bz/ ] konstruieren: Man
v

u
projiziert L j auf die Achsen, wendet auf die so erhaltenen Punkte das in der Figur
\")

angegebene Verfahren an (auf der x—Achse mit dem Hauptscheitelkreis und auf der
y—Achse mit dem Nebenscheitelkreis) und hat damit zwei Punkte der gesuchten Polare.
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2.6 Hullkurven

In 2.1.3—4 haben Sie gesehen, dass FM auf der Ellipsentangente senkrecht steht und dass M auf dem
Scheitelkreis liegt.

2.6.1: Wenn M den (roten) Haupt-Scheitelkreis
durchlauft und immer die Senkrechten zu FM
durch M gezeichnet werden, so bekommt man
alle Tangenten der Ellipse.

Die Ellipse erscheint als Hullkurve ihrer
Tangenten.

Das Prinzip sei hier noch einmal vorgerechnet;
bei der praktischen Durchfiihrung ist ein
Computer—Algebra—System hilfreich.

SIS
SS< -
NN ‘-

25353
S0
=

A
i
""

22

&

[T A2
22
A2

-

f
Es sei FZ(OJ der Brennpunkt und

cosp ) . . .
M=a-| . ein Punkt auf dem Scheitelkreis.
sing

Die Senkrechte zu FM durch M hat dann die Gleichung (X—M)-(M—F)=0 . Sie schneidet sich mit der

cos

zu a-[ ] j gehorigen Senkrechten in einem gewissen Punkt, und nach Ausfiihrung des
sinys

a-(a-cosp—f)

Grenzibergangs y — ¢ erhalt man den Berihrpunkt —- , .
a—f-coso b*-sine

j, der die

2 2
Gleichung X7+Z7:1 erfillt (vgl. den im Anhang dargestellten zweiten Weg zu den Gleichungen).
a

2.7 Hullkurven von Kreispolaren
Analog zu 1.7 lassen sich nunmehr Hillkurven von Polaren betrachten. Um die Rechnung zu
vereinfachen, gehen wir allerdings nicht von einer allgemeinen Ellipse aus, sondern vom (dick

u

gezeichneten schwarzen) Einheitskreis; die Polare zu ( ] hat die Gleichung u-x+v-y=1.

Vv

Ein Punkt V laufe auf einem anderen Kreis (dem rot gezeichneten Polkreis). Was passiert mit seinen
Polaren beziiglich des Einheitskreises?

2.7.1: Untersuchen Sie verschiedene Hiillkurven von Kreispolaren. Versuchen Sie, die folgenden
Rechnungen nachzuvollziehen; ein Computer—Algebra—System mag dabei hilfreich sein.

Der Polkreis habe den Mittelpunkt (;lj und den Radius p, also die Gleichung (x—u)2 +y*=p’;ein

HL+p-cosQ

beliebiger Punkt auf ihm ist dann U, =( )
p-sine

j; die zugehorige Polare ist
U, : x-(u+p-cose)+y-p-sing=1.

Sie schneidet sich mit dem analogen UW*|k in einem Punkt, und nach einem Grenziibergang v — ¢

cos
gelangt man zu ; . ? als allgemeinem Punkt der (blauen) Polarenkurve.
p+u-cose | sing
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Um was fir eine Kurve handelt es sich?

Ist der Polkreis zum Grundkreis konzentrisch, also p =0, so bekommt man natiirlich wieder einen
Kreis.

Ansonsten hilft eine Entparametrisierung:

X cos .
Aus( j:#( _ (P] folgt x=&,also cosp= P
y) p+p-cose \ sing p+p-cose 1-x-p
. 2 _ 2 1—X- 2 1—)(- 2
Dann ist y2: 2 2:1 Cozs (P‘Xzzxz'( 12 _]JZXZ' ( 2 tl) -1 :( zu) -x?,
(p+u-coscp) cos” ¢ cos” ¢ X“p p

und folglich ist |y2 PP =1-2-x-p+x*-(u’ —p2)| die Gleichung der Polarenkurve.

Hier sind mehrere Félle zu unterscheiden:

a.) u=p Der Polkreis geht durch den Mittelpunkt des Grundkreises. Die obige Gleichung vereinfacht

sichzu y*-u’> =1-2-x-p; es handelt sich um eine Parabel.

. 1 pu o, . 1/(2-p)
Durch Umformen der Parabelgleichung zu x =2——E-y erkennt man den Scheitelpunkt 0
s

0
und den Brennpunkt EOJ Die Parabel hat also den Grundkreismittelpunkt als Brennpunkt.

Wird der Polkreisradius gréRer, verringert sich der Abstand zwischen Scheitelpunkt und Brennpunkt,
so dass die Parabel enger wird.

b.) L <p Der Polkreis umschlieBt den Mittelpunkt des Grundkreises.
Mit d> =p> —u’ vereinfacht sich die obige Gleichung zu x* -d” +2-x-pu+y’-p® =1. Es handelt sich um
eine in x—Richtung verschobene Ellipse.

c.)Im Fall u>p ergibt sich eine Hyperbel. Diese Kurve werden Sie naher im Abschnitt 3

kennenlernen.
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2.9 Die Scheitelkriimmungskreise der Ellipse

Der Radius des Kriimmungskreises zur Kurve mit dem allgemeinen Punkt P(t) ist p(t)=

a-cost b2 a
Fir P(t)= bekommt man p(0°)=— und p(90°)=—.
( ) (b-sintj p( ) a p( ) b
b2
. a) . . . . a—— | (f*/a .
Mit A= 0 ist der Mittelpunkt V des Krimmungskreises zu A daher V= a |= , und mit
0 0
0
0). : . : 0
B:[bj ist der Mittelpunkt W des Krimmungskreises zu B gegeben durch W = ) a2 =[ e /bj :
Die Gerade durch V und W B P
hat die Gleichung
y—i-x—E auf ihr liegt der
b b’ .
a

Punkt P:(bj , und sie steht

. ). . A G
auf AB senkrecht. Das fiihrt Z F
zu nebenstehender
Konstruktion. W

Leitgerade

. f a’/f) . a) . f) . f*/a
Man hat mit e =— die Kette |G= 0 — A= 0 —F= —>V= 0 .
a

2.10 Ellipsen aus 3 Punkten und dem Brennpunkt

2.10_a: Gegeben seien drei Punkte A, B, C auf dem Kegelschnitt und ein Brennpunkt F. Wie
konstruiert man die zugehorige Leitgerade?

Ist g die Leitgerade, so ist |FA| =e~|gA

FB|=¢-[gB

, , [FC|=¢-|gC]|.
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Hier liegt die Verwendung von auf A, B, C bezogenen baryzentrischen Koordinaten nahe, wo Punkte
u-A+v-B+w-C

die Gestalt P=(u:v:w)=
u+v+w

und Geraden die Gestalt g:[|gA| :|gB|: |gC|] haben. Der
Punkt (u AV W) liegt auf der Geraden [U A W] genau dann, wenn u-U+v-V+w-W=0 ist.

Es ist also g=[|gA| : |gB| : |gC|:|=[|AF| : |BF| : |CF|]. Diese Gerade schneidet AB=[0 :0: 1] in
(—d(B,F):d(A,F):0) und BC=[1:0:0] in (0:—d(C,F):d(8B,F)).

Alternativ kann man auch den Leitkreis als

APOLLONIUS-Berihrkreis identifizieren, dann die
vorgegebenen Punkte A, B und C missen von F
den gleichen Abstand haben wie zum Leitkreis.

2.10_b: Gegeben ein Ellipsenpunkt E, ein Brennpunkt F und die zugehorige Leitgerade g. Wie
konstruiert man den zweiten Brennpunkt?

EF
Losung: Man bestimmt ¢ =|—E|| und konstruiert die Brennpunktsachse als die zu g senkrechte Gerade
g
. |RF| F+e-G )
FG durch F. Der G zugewandte Pol R berechnet sich wegen — =¢ zu R= , und fir den G
IRG| 1+¢
. . |LF| F-e-G
nicht zugewandten Pol L gilt wegen — =¢ analog L= .
|G| 1-¢

Damit hat man den Mittelpunkt
L+R F-€*.G
O=—--= & >— und schlieBlich
2 1-¢

(1+€’)-F-2-8"-G

Z=2.0-F=

1-¢°
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Naturlich gibt es viele Ellipsen durch 3
vorgegebene Punkte.

K
2.11 Ellipse aus 3 Tangenten und einem Brennpunkt
Losung:
Sind F und die Tangente zu E gegeben, so bekommt man K durch E
Spiegelung an dieser Tangente.
Mit drei Tangenten bekommt man drei Punkte auf dem Leitkreis
und damit auch dessen Zentrum Z.

Liegt der Brennpunkt im Inneren der drei Tangenten, so
bekommt man eine In-Ellipse des Dreiecks ABC:

Man spiegelt F an den Dreiecksseiten (Ergebnis: Die
roten Punkte); dadurch ist der rote Leitkreis festgelegt
und dessen Zentrum Z.

Liegt der Brennpunkt nicht im Inneren der drei
Tangenten, so bekommt man keine In-Ellipse,
sondern eine An-Ellipse.
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3. Hyperbeln

3.1 Allgemeine Eigenschaften

Ein Ellipsenpunkt wurde konstruiert als Schnittpunkt von ZK mit der Mittelsenkrechten zu FK.
3.1.0: Was passiert, wenn man diese
Konstruktion auch fiir den Fall ausfiihrt, dass F
auBerhalb des Leitkreises liegt?

Die entstehende Figur heiRt Hyperbel.

Fiur den linken Ast ist |kP| nicht die kiirzeste,

sondern die langste Entfernung |KP| fiir Punkte K
auf dem Kreis k.

Die gemeinsame Kennzeichnung ist: ,, kP| ist die

extremale Entfernung |KP “. Die Uberlegungen

zur Ellipse bleiben davon unberthrt.

Hier sieht man (brigens, dass sinnvolle
Definitionen nicht willkirlich sein kénnen.

Leitkreis k

3.1.1: Eine Hyperbel besteht aus allen Punkten, die zu einem Kreis k (dem Leitkreis) und zu einem
Punkt F (dem Brennpunkt), der auRerhalb von k liegt, denselben Abstand haben.

3.1.2-7c: Ubertragen Sie die bei der Ellipse angestellten allgemeinen Uberlegungen auf die Hyperbel!
Losung: Die die Hyperbel definierende Gleichung ist jetzt ||HF|—|HZ|| =r.

Der Scheitelkreis hat auch hier den
Z+F
Mittelpunkt — und den Radius r/2.

Die Scheitelpunkte der Hyperbel liegen

auf ihm.

Die Mittelsenkrechte zu FK ist

Tangente. H
Zum Hyperbolspiegel: Jeder von Z

kommende Strahl wird an einem

Hyperbelast so reflektiert, als kdme er Z F
ohne Reflexion direkt von F.
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Leitgerade g und der begleitende
Drachen HFVK ergeben sich genauso

wie bei der Ellipse.

Leitgerade g

3.2 Gleichungen

Nehmen Sie als Ursprung des Koordinatensystems wieder den Mittelpunkt des Scheitelkreises, also

f
die Mitte zwischen Z und F. Es sei Fz[oj, also Zz[ 0

]:—F. Der Leitkreis habe den Radius r.

3.2.1: Sinnvolle Abkiirzungen sind %za und f>—a* =b’.

Die Deutung von b ergibt sich aus der Graphik. ’

X -f
3.2.2: Fiir einen Hyperbelpunkt H =( j gilt: |HF| =i(x——aj, wobei das obere Zeichen fiir den
y

a

rechten Hyperbelast und das untere Zeichen fiir den linken gilt.

Losung:

H ist durch |HZ|—|HF| =12-a charakterisiert; das obere Zeichen gilt fiir den rechten
Hyperbelast., das untere fiir den linken. Ferner ist (wie bei der Ellipse) |HZ|2 = (x+f)2 +y?
und [HF[" =(x—f)? +y?, also [HZ| —|HF|" =4-x-f.

|HZ|)2—|HF|2 4.x-f  2-x-f .
= 2 JFA -5 =+ , Was zusammen mit
— T .a a

|HZ|—|HF|=i2-a ergibt, dass |HF|=i(X—'f—aj ist.
a

Mithin ist [HZ|+|HF|

2 2

Hieraus gewinnt man wie bei der Ellipse die Hyperbelgleichung X—Z—b—z =1.
a



Jorg Meyer Kegelschnitte mit Geometrie-Software. Uberarbeitete Version. 37

Es kann sein, dass die Gerade ZK und die Mittelsenkrechte zu K
FK zueinander parallel sind, so dass im Endlichen kein
Schnittpunkt existiert. Das ist der Fall, falls das Dreieck ZFK ‘
rechtwinklig ist, also flircosp = .2 .
2-f f F

3.2.4: Sie kdnnen einen beliebigen Hyperbelpunkt P auch schreiben als Pz(b ‘
-tanc

a/cos G]

1 a
Wie konstruiert man H= : . , wenn man die Achsen sowie a und b kennt?
cosc |b-sinc

0 a 0
Ausgangspunkt sind zwei Kreise um O= Oj' der eine durch Az(oj, der andere durch Bz[b].
E 0 coso
C=b-| . durchlaufe den Kreis durch B.
sinc
D . . . .
B OC schneidet die Gerade mit x=a in
1
D= 2 -C=a- und die Gerade mit x=b
b-cosoc tanc
1
in E= -Czb( J.DerKreisumOdurchD
COSsC tanc
o
O A G hat den Radius a und schneidet die x-Achse in
coso

a 1 . 1 a
G= . .Dannist H= . . .
cosoc (O cosc (b-sinc

2 2 .2
a/cosc 1 a X
Dannist P= / = . ] = und X _(X = 12 — smzc =1.
b-tanc /| cosc |b-sinc y a b COS"C C€oSs°©

J_ra-cosht]

Eine weitere Parameterdarstellung ist P= )
b-sinht

a
Dreht man den Punkt
1/a

J der einfachsten Hyperbel mit der Gleichung im Uhrzeigersinn

1 a+1/a

um 45°, bekommt man den Punkt —[

2

Damit geht jede Hyperbel aus der einfachsten durch Drehung und Achsenstreckungen hervor.

, der die Gleichung X———=1 erfillt.
-a+1/a
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X . .
3.2.5: Die Tangente zu dem Hyperbelpunkt ( Oj hat die Gleichung X Z(O - ybzo =1.
Yo a
a2
3.2.6: Zeigen Sie, dass die zu F gehorige Leitgerade die Gleichung |g: x :? hat; sie liegt zwischen

Leitkreis und Hyperbelast.

f .
3.2.7: Fir jeden Hyperbelpunkt P gilt also |FP| =s-|gP| mit € =—. € heil’t numerische Exzentrizitat.
a

-f f ’ .
Losung: Man schreibe |PF| =i(x——aj=i—-(x—a?]. Fir den rechten Hyperbelast ist
a a

a’ a’ f
|gP|:x—T, fir den linken Ast ist |gP|=T—x. Daher ist |PF|=—-|gP|.
a

Die numerischen Exzentrizitdten verteilen sich wie folgt:

Eine Ellipse besteht aus allen Punkten P mit |FP|=¢-|gP|, wobei 0<&e<1 ist.

Bei einem Kreis ist a=b, also f=0 und damit, und die Leitgerade ist ,im Unendlichen”, so dass die
Gleichung |FP|=¢-|gP| keinen rechten Sinn ergibt.

Eine Hyperbel besteht aus allen Punkten P mit |FP| =8-|gP , wobei 1<¢ ist.

Eine Parabel besteht aus allen Punkten P mit [FP|=¢-|gP

, wobei g=1 ist.

Es ist zwar historisch nicht korrekt, aber man kann sich die Namen der Kegelschnitte so erklaren:

Bei der Parabel (Gleichnis) hat man Gleichheit von g und 1; bei der Ellipse (Mangel) mangelt es dem ¢
an der Eins; bei der Hyperbel (Ubertreibung) tibertrifft das ¢ die Eins.

3.3 Der Scheitelkrimmungskreis der Hyperbel

P
Der Radius des Kriimmungskreises zur Kurve mit dem allgemeinen Punkt P(t) ist p(t)= T P
a/cost b?
Fir P(t)= bekommt man p(0°)=—.
( ) [b-tantj p( ) a
b’ 2
. a) . . . . at+— f°/a
Mit A= 0 ist der Mittelpunkt V des Krimmungskreises zu A daher V= a |= o |
0

In der Graphik rechts ist O der ,,Mittelpunkt” der
Hyperbel, und die Senkrechte durch G ist die zu F
gehorige Leitgerade.
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. f a’/f) . a) . f) . f*/a
Man hat mit e=— die Kette |G= —>A= —>F= —>V= .
a 0 0 0 0

3.4 Konstruktionsaufgaben

Auch bei
Hyperbeln sind die
Mittelpunkte
zueinander
paralleler Sehnen
kollinear auf einer
Ursprungsgeraden.

2 2
Losung: Die Gerade mit y =m-x+n schneidet die Hyperbel mit (ij —(%j =1 in den Punkten
a

1 —a®-m-n+a-b-\J—a®-m? +b? +n?

2 2 2
a’-m =b" | _p2.nta-b-m-yJ-a’-m?+b’+n’
2 2

-— X . Die Steigungen m=0 und
a-‘m a -m

; deren Mittelpunkt ist

_2-
@ mj und

. n
2-( Z-mz—bz) —b?

heilen zueinander

liegt auf der Geraden mit y=

konjugiert.

Wie bei der Ellipse kann man sich zum Nachweis auf die rechtwinklige Hyperbel mit x* —y* =1

2 2
beschrdnken, da die allgemeinere Hyperbel mit (ij —[%j =1 aus der rechtwinkligen durch
a

Stauchung hervorgeht.

Warnung: Bei der rechtwinkligen Hyperbel mit x> —y*> =2 (Graphiken
oben) gilt fir zwei zueinander konjugierte Steigungen m; und m; nach
Obigem die Beziehung m, -m, =1.

Dreht man die Hyperbel zu x-y =1 (Graphik rechts), gilt fiir die
konjugierten Steigungen m, +m, =0.

2

Die Beziehung m, -m, =—- ist also an die Achse ZF gebunden.

aZ

3.3.1-2: Formulieren Sie die Analoga zu 1.3.0-2 bzw. 2.3.0-2, und I6sen Sie sie.
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Losung: Die Vorgehensweise ist vollig analog zum Ellipsenfall.

3.3.3: Eine Hyperbel liege mit ihren Achsen gezeichnet vor. Konstruieren Sie die Brennpunkte.

2 2
Losung: Hat die Hyperbel die Gleichung X—Z—Z—Zzl , so sind die Nullstellen durch +a gegeben.
a

An der Stelle x=2-a ist y* =3-b*, woraus sich b ermitteln lasst. Aus f> =a” +b’

bekommt man f.

3.3.4: Man konstruiere die Tangenten von einem Punkt V
auRerhalb der Hyperbel.

Losung (analog zum Ellipsenfall):
Schneidet eine Tangente den Scheitelkreis in M, so
steht FM auf der Tangente senkrecht. Man
konstruiere also zunachst F. Dann schlage man den
Thaleskreis tiber FV. Dieser schneidet den
Scheitelkreis in M und M’. Die Geraden VM und VM’
sind dann die gesuchten Tangenten.

Bei Hyperbeln ist der
geometrische Ort aller
Punkte V, von denen aus
zwei zueinander
senkrechte Tangenten
gelegt werden konnen,
ein Kreis um den
,Mittelpunkt” O mit dem

Radius va’ —b?.

Dieser Kreis ist nur fir a>b reell.
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3.5 Asymptoten

3.5.1: Wenn man den Punkt K auf dem

Leitkreis laufen lasst und versucht, den

zugehorigen Hyperbelpunkt als

Schnittpunkt von ZK mit der

Mittelsenkrechten zu KF zu konstruieren,

wobei diese Mittelsenkrechte Tangente ist, K

so kann es sein, dass KF Tangente an den

Leitkreis wird und damit die

Mittelsenkrechte zu KF zu ZK parallel ist.

Der Hyperbelpunkt liegt dann ,,im F
Unendlichen” und die Mittelsenkrechte zu
KF, die dann wegen des Strahlensatzes (@)
durch den ,,Mittelpunkt” O der Hyperbel

gehen muss, ist gar keine ,richtige”

Tangente.

Solche ,,unrichtigen” Tangenten heifen Asymptoten.

3.5.2: Gegeben seien F und der Leitkreis k. Konstruieren Sie die Asymptoten, und begriinden Sie die
Konstruktion.

Losung: FK muss auf KZ senkrecht stehen. K

Also ist K der Schnittpunkt von
Leitkreis und Thaleskreis tGber ZF. \
Die Mittelsenkrechte zu KF ist dann F
eine Asymptote. "

2 2
. X . . b . . .
3.5.3: Die Asymptoten zu —Z—E—Zzl haben die Gleichungen y =+ —-x. Hieraus folgt eine einfachere
a a
Konstruktion der Asymptoten.
Lésung: Leitkreis mit (x+f)2 +vy® =4-3” und Thaleskreis mit x* +y> =f* schneiden sich in, also

: 1) : . b
ist M=—- . Die Steigung von OM ist somit +—.
f {+xab a

Dass die Asymptote tatsdchlich Asymptoteneigenschaften hat, sieht man rechnerisch so
b b

ein: Mit y,  =—-v/x’—a’ und y, =—x folgt:
a a

2 2 2
_ yAs _yHyp :E. a X—>00 0 .

yAs _yHyp -
Yas tVYip @ x++4/x>—a°

Zur Asymptotenkonstruktion: Die
Gerade durch O und Cist die

C
Asymptote. ﬂ
zZ F
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Die Hyperbeln zu

X 2 2 y
(—J —[Xj =1 undzu
a b
X 2 2
—(—j +(xj =1 haben
a b
die gleichen Asymptoten
und heien zueinander
/ X

konjugiert.

3.5.4: Fir jede Hyperbelsekante gilt:
o8| =Jaq
|AF|=|GE|
Daher kann man mit den Asymptoten und

einem einzigen Hyperbelpunkt die gesamte
Hyperbel rekonstruieren.

Losung:Da bei Drehungen und Achsenstreckungen Abstandsverhaltnisse invariant bleiben,
kann man sich auf die einfachste Hyperbel mit der Gleichung x-y =1 beschréanken. Die

u 0
Gerade durch (Oj und [ ] hat die Gleichung X +Y _1 und schneidet die einfachste
%

u v
Ju? v —4.u-v

u
—=*

Hyperbel in den Punkten 2 2-v , deren Mittelpunkt mit dem Mittelpunkt von
v_ UV —4.u-v
A P e i
2 2-u

u 0
E j und ( j Gibereinstimmt.
0 \'

3.6 Weitere Eigenschaften der Tangenten

3.6.1: Hyperbeltangente und die zugehérige Kreistangente
schneiden sich auf derjenigen Leitgeraden, die nicht zum
Leitkreiszentrum gehort.

Wenn man die Leitgerade hat, bekommt man V aus K und damit
VH als Tangente
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3.6.2: V sei auf der Leitgeraden zu F und HV eine
Hyperbeltangente. Nach 3.6.1 ist bei F ein rechter
Winkel. Verlangert man HF {iber F hinaus, so liefert der
Schnittpunkt mit der Hyperbel den Beriihrpunkt der
zweiten Tangente durch V an die Hyperbel.

Losung: Die Begriindung ist analog zum Parabel- oder
Ellipsenfall.

3.7 Polaren
3.7.1-5: Analogisieren Sie 1.5.1-5 bzw. 2.5.1-5.

u . .
Losung: Alles offensichtlich wie bei der Ellipse. Zu ( J gehort #—Vb—zyzl .
v a
3.7.6: Analogisieren Sie 2.5.6.
u-x Vv-y a’/u
Losung: Die Polare 7 o =1 schneidet die x-Achse (Hauptscheitelachse) in 0 und die
a

y—Achse (Nebenscheitelachse) in ( J Damit ist die Polarenkonstruktion nur eine
Vv

bZ
leichte Modifikation des Ellipsenfalles.

3.8 Hullkurven

3.8.1 Wenn M den Scheitelkreis durchlauft und
immer die Senkrechten zu FM durch M
gezeichnet werden, so bekommt man alle
Tangenten der Hyperbel.

Die Hyperbel erscheint als Hillkurve ihrer
Tangenten. Die Rechnung ist analog zum
Ellipsenfall.

3.9 Andere Hyperbelkonstruktionen

3.9.1: Der Kreis mit der Gleichung x* +y” =r” ist eine besonders symmetrische Ellipse. Eine

besonders symmetrische Hyperbel hat entsprechend die Gleichung x> —y” =r*; sie heilt

rechtwinklige Hyperbel (warum?). Eine verbliiffend einfache Konstruktion einer rechtwinkligen
Hyperbel ist die folgende:
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Gegeben sind ein Kreis (rot) und ein
Durchmesser (rot). K durchlaufe den Kreis. Die
Kreistangente durch K schneidet den
Durchmesser in D. Man errichtet die
Senkrechte zum Durchmesser in D.

Dann liegt derjenige Punkt H auf der
Senkrechten, fiir den [DK|=|DH| ist, auf einer

rechtwinkligen Hyperbel, die den
Ausgangskreis zum Scheitelkreis hat.
Begriinden Sie die Konstruktion.

Warnung: Wenn man die beschriebene Konstruktion mit einer Ellipse statt mit einem Kreis ausfiihrt,
bekommt man keine Hyperbel (obwohl die entstehende Kurve so dhnlich aussieht).

. . Coso . . . . coso
Losung: Es sei K=a- . Die Kreistangente durch K hat dann die Gleichung X- =a;

sing sing
. . . . a/coso ) 1/cos@
sie schneidet die x—Achse in D= 0 . Wegen DK=a-tano ist H=a- ¢ ;
ano

die Hyperbel ist also rechtwinklig.

X X
Andere Losung: Es sei Hz[ ], also DZ[O]' Nach dem Satz von Pythagoras ist
y

DK*> =x* —a’, also gilt wegen DK> =DH”* =y auch y’> =x*> —a*> und damit x> -y’ =a’.

] a-cos
Zur Warnung: Zum Ellipsenpunkt besi
-sing

j gehort der Kurvenpunkt

1 .
cos @

a
, woraus nach Elimination von ¢ die
sin(p-\/a2 -sin’ +b” -cos’ @

Kurvengleichung x* —x*-y* —2-x*-a’ +x’ -b”> +a* —a’ -b* =0 folgt.

3.9.1b: Es sei L das Lot von K auf die x—Achse. Dann ist LH die Hyperbeltangente zu H.

Losung: Mit den Bezeichnungen der 1.

) ) a-cosQ
Lésung zu 3.9.1ist L= 0 ,

1/cos
und die zu H=a-[ / (pj
tan@

gehorige Tangente hat die
Gleichung x—y-sinp=a-cos@.
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3.10 Eine Anwendung

3.10.1: F und G seien zwei
feste Punkte. Ein beliebiger
achsenparalleler Strahl soll
bei P in Richtung F reflektiert
werden; vor Erreichen von F
soll er abermals bei H in
Richtung G reflektiert
werden. Auf welcher Kurve
liegt P? Auf welcher Kurve
liegt H? Wozu kann man die
gesamte Anordnung
verwenden?

Losung: P liegt auf einer Parabel mit dem Brennpunkt F. H liegt auf einer Hyperbel mit den
Brennpunkten F und G. Kann aus irgendwelchen Griinden der Empfanger nicht bei F
sein, so lasst sich mit dieser Anordnung der Brennpunkt verlegen.

4. Anhang A: Zwei Satze von PONCELET

Es handelt sich um die beiden Zwei-Tangenten-Satze. Der erste macht Aussagen lber einen

Brennpunkt, der zweite lGber zwei Brennpunkte.

Satz 1 von PONCELET:

Zwei Parabeltangenten schneiden sich in V.

Die Abschnitte zwischen jeweiligem Bertihrpunkt und V
F werden von F aus unter gleichem Winkel gesehen, d.h.

rot = blau.

Begriindung:

A%

Spiegelt man F an den
Tangenten, gelangt man zu L,
und L, auf der Leitgeraden.

M ist Mittelpunkt von FL;,
analog M..

Die griinen Winkel sind recht.

Die Winkel o bei P; sind gleich
wegen der Spiegelung. Wegen
Komplementbildung zu 90° tritt o
auch bei L; auf. Nach dem
Umfangswinkelsatz (Sehne L,F)

ist <(L,, V,F)=2-0; dieser
Winkel wird von der

Mittelsenkrechten zu L,F
halbiert.

Analog argumentiert man mit den Winkeln 1. Im Dreieck VFP; ist rot+c+1=180°, und im Dreieck

VP,F ist blau+oc+1t=180°. Daher ist rot = blau.
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Zwei Ellipsentangenten schneiden sich in V. Dann werden die Abschnitte zwischen den jeweiligen
Berihrpunkten und V von jedem Brennpunkt aus unter gleichem Winkel gesehen, d.h. rot = blau.

Begriindung des ersten Teils:

7«

Spiegelt man F an der Tangente zu E;,
erhalt man F; auf dem Leitkreis um Z.

Spiegelt man F an der Tangente zu E,
erhalt man F, auf dem Leitkreis um Z.

Die griinen Strecken haben also
gleiche Lange, die roten wegen der
Spiegelungen auch, sodass ein zu ZV
symmetrischer Drachen entsteht mit
o=1.Wegen der Spiegelungen
stimmt der blaue Winkel mit o
Uberein und der rote mit t.

46
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Begriindung des zweiten Teils:
Z

Spiegelt man Z an der Tangente zu Ej, erhalt man Z;
auf dem Leitkreis um F.

Spiegelt man Z an der Tangente zu E;, erhdlt man Z;
auf dem Leitkreis um F.

Die griinen Strecken haben also gleiche Lange, die
roten wegen der Spiegelungen auch, sodass ein zu ZV
symmetrischer konkaver Drachen entsteht mit c=r.
Wegen der Spiegelungen stimmt der blaue Winkel mit
o liberein und der rote mit t.

Zwei zum gleichen Ast gehoérige Hyperbeltangenten schneiden sich in V. Dann werden die Abschnitte
zwischen den jeweiligen Beriihrpunkten und V von jedem Brennpunkt aus unter gleichem Winkel
gesehen, d.h. rot = blau.

Die Begriindung ist zum Ellipsenfall analog.
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Zwei zu verschiedenen Asten gehérige
Hyperbeltangenten schneiden sich in V. Dann
ist es nicht so, dass die Abschnitte zwischen den
jeweiligen Berihrpunkten und V von jedem
Brennpunkt aus unter gleichem Winkel gesehen
werden.

v

Klarung des Zusammenhangs zwischen rot und blau:

F1 entsteht aus F durch Spiegelung von F an der
Tangente zu Hi.

F, entsteht aus F durch Spiegelung von F an der
Tangente zu H..

Dadurch entstehen drei Drachen:

F1 und F; liegen auf dem Leitkreis um Z, daher
haben die griinen Strecken gleiche Lange.

Die Langen der blauen Strecken ist egen der
spiegelungen gleich.

Der Drachen VFH;F; hat VH; als
Symmetrieachse, so dass die roten Winkel bei F
und bei F; Gbereinstimmen.

F,

Der Drachen VFH;F; hat VH; als Symmetrieachse, so dass die blauen Winkel tibereinstimmen.

Der Drachen VF1ZF; hat VZ als Symmetrieachse, daher stimmen die blauen Winkel bei F; und F,
Uberein.

Daher erkennt man an F;, dass rot + blau =180° gilt.

Satz 2:

Zwei Ellipsentangenten schneiden sich in V.
Dann haben die blauen Winkel <(F, V, E; ) und

%(E,, V, Z) gleiche GréRe:

Spiegelt man F an der Tangente zu E;,
bekommt man F. F* liegt auf dem Leitkreis um
Z mit dem Radius r.

Spiegelt man Z an der Tangente zu E,
bekommt man Z‘. Z* liegt auf dem Leitkreis um
F mit dem Radiusr.

Die Dreiecke VF’Z und VFZ’ sind daher zueinander kongruent.
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In VF'Z hat der Winkel bei V die GroRe weilk + blau + rot.
In VFZ’ hat der Winkel bei V auch die GroRe weiR + blau + rot.

Daher sind alle gefarbten Winkel alle gleich groR, woraus die Behauptung folgt.

Zwei Hyperbeltangenten schneiden sich in V.

Dann sind die blauen Winkel gleich grof3:

Z wird an der Tangente zu H, gespiegelt mit dem
Ergebnis Z‘. F wird an der Tangente zu H; gespiegelt mit
dem Ergebnis F’.

Z' liegt auf dem Leitkreis um F mit dem Radius r. F’ liegt
\% auf dem Leitkreis um Z mit dem Radius r.

Daher haben die blauen Strecken gleiche Lange, und die Dreiecke ZVF’ und VFZ’ sind zueinander
kongruent.

Der Winkel bei V im Dreieck ZVF‘ ist blau + rot + weil; der Winkel bei V im Dreieck VFZ’ ist weild + rot
+ blau.

Daher sind alle gefarbten Winkel gleich groR. Das beweist die Aussage.

Gehoren beide Hyperbeltangenten zum gleichen Ast, so liefert die eben dargestellte Argumentation
das Ergebnis, dass in der Graphik unten links die gefarbten Winkel alle die gleiche GréRe haben,
insbesondere auch die blauen.

Unten rechts wird das Ergebis ohne die Beweis-Hilfslinien libersichtlich dargestellt. Analog sind unten
rechts auch die grinen Winkel gleich groR.
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Zwei Parabeltangenten schneiden sich in V.
VZ sei parallel zur Parabelachse.

Py Der griine Winkel <(P,, V, F) und der gelbe Winkel
«%(z,V, P,) haben gleiche GréRe.

Spiegelt man F an den Tangenten, bekommt man F; und F,. Daher haben die beiden griinen Winkel
bei V gleiche GroRe, und F, F1 und F; haben von V gleichen Abstand. Die beiden Spiegelpunkte liegen
auf der Leitgerade.

Nachdem Umfangswinkelsatz (Sehne F,F) tritt der griine Winkel auch bei F, auf.
Rechts ist stets gelb + grau = 90°, daher tritt der gelbe Winkel bei V auch bei F; auf.

Dies beweist die Aussage.

5. Anhang B: Alternativer Zugang Uber Leitgeraden
Eine andere Verallgemeinerung der Parabel ist die folgende:

Was kann man Uber alle Punkte P sagen, deren Abstand zu dem festen Brennpunkt F e-mal so groR
ist wie der Abstand zu der festen Leitgeraden g?

X 0
Wir setzen Pz[ J, Fz[ J,g:yzg. Dann muss fiir e#1 sein:
y €-C €

2
X +(y—c-g) =¢? -(y—EJ

€

x> +y’=2-y-coe+c’ g’ =g’y —2-y-crg+c?
x2+(1—(‘:2)-y2 =(1—82)-C2

XZ

+y2 :c2

1-¢°
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Ist 0<e<1 (Ellipse), hat man eine Gleichung vom Typ

Jo(e] -

2 2
Ist £>1 (Hyperbelhat man eine Gleichung vom Typ —(ij J{%) =1.
a

7N\
| X

L durchlaufe die Leitgerade. Der Kurvenpunkt X liegt auf der Senkrechten zu g durch L.

Wie konstruiert man Punkte X, deren Abstand zu F e-mal so grof$ ist wie der Abstand zu L?

UF| |VF XF
Auf FL liegen die Punkte U und V mit azu:|—, und alle anderen Punkte X mit 8=u liegen auf
lug |vL IXL|
L+F L—F
dem Thaleskreis Gber UV (Apollonius-Kreis). Stets ist U= ¢ und U= ¢ .
e+1 e—-1
Fir 0<e<1 hat man die . 1- o 1) | e(1te) o
nebenstehende Situation. L U F v
Fir 1<¢ hat man die - g+1 o &l e(e-1) .
A% L U F

nebenstehende Situation.

Man erkennt in der folgenden Graphik rechts die rote Hyperbel und links die rote Ellipse, die sich nur
dann ganz schlieRen wiirde, wenn L nach links und nach rechts ,,ins Unendliche” wandern wiirde.

F
g L
F
\Y
§)

g L

)

6. Anhang C: Ein zweiter Weg zu den Gleichungen

Hier werden Ellipsen und Hyperbeln gemeinsam behandelt.

. . f —f . cosQ) . .
Wieder sei F= , 2= =—F.Mit C:=| ist K=Z+r-C=—F+2-a-C ein allgemeiner Punkt
0 0 sing

des Leitkreises. Der Ellipsen- bzw. Hyperbelpunkt X liegt auf der Geraden ZK: X=—F+X\-C und der
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. . . K+F
Mittelsenkrechten zu KF mit der Gleichung X-(K—F)zT-(K—F) bzw.
’-F* F-4-a-C-F+4-a°-F
x.z.(—F+a.C):K = 8 . 2 =2-a-(—C-F+a), was auf
a’—f
(-F+A-C)-(-F+a-C)=a:(—C-F+a) und damit auf A=———— fihrt.
a—f-coso
Bei der Hyperbel ist f >a, so dass es fir coswz? keinen Kurvenpunkt gibt.
—y -b’

Es ist mit x =—1 bei der Ellipse und % =1 bei der Hyperbel. Damit ist k:f—

a—f-coso

a—f-coso)- —x-b™|
—y -b? 0 sin
und deshalb X=—-F+ b .C= ¢

cos @ —a-f+a’-cos@
U —x-b?sing

a—f-coso a—f-coso a—f-coso

).

x

Schreibt man X :[

j,so ist

(sz (yjz (~f+a-cosp)’ —x-b*-sin’ @
p— —X- —_— =
a

(a—f-coso)’

<

a’—2-a-f-cos@+f’-cos’ @

f?-2.a-f-cosp+a’ -cosch—x-b2+x-b2-cosch_1

Es folgt die Ellipsengleichung X—+y—=1 bzw. die Hyperbelgleichung X———=1 .

cos
Bei Ellipse und Hyperbel ist die Mittelsenkrechte von F und K=—F+2-a-C mit Cz(

K+F

in E bzw. in H. Die Normale ist K—F=—-2-F+2-a-C, und sie geht durch M:T:a-c.

[KF]

Der Abstand von F zur Tangente betragt 7

Der Abstand von Z=—F zur Tangente betragt (HESSE’'sche Normalenform 1)
(-F—M)-(K—F) 5 (F+a-C)-(a-C—F) - b

K—F| [K—F] ~ kA T k=R

(Pj Tangente
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Der Absolutbetrag des Produkts der Abstinde betragt daher ||tF| -|tZ|| =b*|.

Wie kann man das synthetisch fir die Ellipse beweisen? Die LotfuRpunkte vP und Q von F und Z auf
der Tangente liegen auf dem (blauen) Scheitelkreis um O, dem ,,Mittelpunkt” der Ellipse.

—f f —-a a
Zu zeigen ist |ZQ|-|FP|=b2 mit den Brennpunkten Zz( OJ und Fz[oj. Mit A'=[ 0 ] und Az(o)

als West- und Ostpol der Ellipse schreibt sich die
rechte Seite als

b’ =a’ —f* =(a—f)-(f+a)=|A"Z|-|[zA| . Hier liegt die
Verwendung des Sehnensatzes |A'Z|-|ZA|=[Sz|-|zQ|
nahe.

Was kann man UGber S sagen? S liegt auf ZQ. Liegt S
auch auf PO, ist |PF|=(SZ|, da O die Strecke ZF
halbiert,, und die getonten Dreiecke sind zueinander
,sodass S

kongruent. Insbesondere ist |OP|=|0S
tatsachlich auf dem Scheitelkreis liegt. Wegen
|sz|=|FP| folgt b* =|A'Z|-|zA| =|sz|-|za|=|FP|-|zq) .

Die Argumentation bei der Hyperbel
verlauft analog: S ist wieder
Schnittpunkt von ZQ mit OP, die
getonten Dreiecke sind zueinander
kongruent, und S liegt daher auf dem
(blauen) Scheitelkreis.

Nach dem Sehnen-Tangentensatz ist

[2al - pF|=zal-[zs|=[zAT- |24

=(f-a)-(f+a)

=f>—a’=b’

7. Anhang D: Konfokale Kegelschnitte

2 2

y
+ =1
a’+k b’+k

Wegen f> =a’ —b” haben die Ellipsen zu
2

2
b und heiRen
0

+
alle dieselben Brennpunkte [_ a

daher konfokal.

2 y2
+——=1 eine
a’ -k b’-k

Hyperbel mit den denselben Brennpunkten.

Ist b> <k <a”, so beschreibt
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Die Ellipsen schneiden sich mit den
Hyperbeln stets rechtwinklig, denn:

Beim Schnittpunkt S haben die beiden
roten Winkel gleiche GroRe. Das gilt auch

fir die blauen Winkel. S
An der roten Ellipsentangente sind zwei
blaue und zwei rote Winkel, daher ist
blau + rot =90°.
Auch an der blauen Hyperbeltangente
sind zwei blaue und zwei rote Winkel.
Natdirlich gibt es ’~§
auch konfokale "=~~
eSS
e e S A A S
Da die Leitgerade 0"‘"‘“*##&#&&‘
fast beliebi 0‘0’0’0’0"""‘*&#&&&5’5’&0
3hit werd SN
b st RSSO RRERIELLK
kann, ist ein O O O 000020003070 202030%8
emmandes /03000 OSSR
XA AP AL KKK X X0
Element LI T — XXX
forderlich, d ’&&&&#&&“‘9"’4’0’0‘0’
erforderlich, das S R s e e S PP
hier darin besteht, ~#-#§gﬁg”"
dass die ~§§gﬁ"
Leitgeraden -’
zueinander parallel
sein sollen. P
Die rote Parabel (mit roter Leitgerade) und die blaue
Parabel (mit blauer Leitgerade) mogen sich in S
schneiden. Der dicke rote von oben kommende Strahl
wird in S hin zu F reflektiert. Der dicke blaue von
unten kommende Strahl wird in S auch hinzu F
reflektiert. Gleichfarbige Winkel haben gleiche GrolRe. S

Sowohl an der blauen als auch an der roten Tangente
liegen jeweils zwei blaue und zwei rote Winkel, so
dass blau + rot = 90° ist.

Die Parabeln schneiden sich daher orthogonal.
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Hatte man als einschrankendes Element
gefordert, dass alle Leitgeraden zu F denselben
Abstand haben sollen, hatte man ein weniger
interessantes Resultat bekommen.

8. Anhang E: Elliptisches Billard

Ein Strahl durch einen der Brennpunkte einer Ellipse wird an der Ellipsen-Innenwand so reflektiert,
dass er anschlieBend durch den anderen Brennpunkt geht.

Was ist mit anderen Strahlen? Will man das experimentell ermitteln, so ist es ggf. hilfreich zu wissen,

Xo

dass eine Gerade mit der Steigung m durch den Ellipsenpunkt ( J die Ellipse mit der Gleichung

0

5 5 2 2 2 2
X 2-a>-m-y0+(b"—a"-m°)-x
(fj J{Xj =1 wiederim Punkt | ' | mit X, =— 2 (2 2 ) = und
a b Y, a“-m’+nn

y, =m-(x, =X, )+, tifft.
Ein von P ausgehender Strahl wird mehrmals an
der Innenwand der Ellipse reflektiert.

Das Bild wird interessanter, wenn man viele
Reflexionen betrachtet.

Startet man innerhalb der Brennpunkte, ergibt sich als Hillkurve offenbar eine Hyperbel; strtat man
auBerhalb der ellipse, bekommt man offenbar eine Ellipse:
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Startet man in einem Brennpunkt, so ndhern ich die reflektierten Strahlken immer mehr der langeren
Ellipsenachse an. Es kann auch ein geschlossener Polygonzug entstehen (wieder ist der Anfangspunkt

als dicker Kreis gekennzeichnet).

Es gibt seit einiger Zeit ein mathematisches Teilgebiet, das sich den (hdufig Gberraschenden)

Phanomenen des elliptischen Billards widmet.



