Jorg MEYER, Hameln

Andere Deutungen von Integralen
Integrale beschreiben nicht nur Flacheninhalte oder Bogenldangen, sondern noch viel mehr!
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1. Rotation um die x-Achse

b
Das Volumen des zugehorigen Rotationskorpers betragt |V, =n-.[ (f(x)) -dx|; der Kérper wird durch

Zylinderscheiben angendhert.
Bsp.: Kugel y

X2+y2=r2; y= /rz_xz
r X3
=TT 2_ 2 . =TT- 2. _
Vx—n!(r x)dx Tc[r X 3j

r
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2. Torricelli-Trompete
1
f(x)=—,a=1, b=o0 y
X
Die Flache zwischen Graph und x-Achse hat den
td o
Inhalt Azj —X=Inx| =00 ; andererseits ist
1 X !
T d =1
VX:n-j —;(zn — =m.
X X |
Der Rotationskorper hat ein endlich grol3es X
Volumen, aber eine unendlich groRe
Querschnittsflache!
3. Rotation um die y-Achse
Der Korper wird angenahert durch /”\
Hohlzylinder; dies fiihrt zu
V, > (2-1-x)-Ax-f(x) und damit zu
b
v, =2-n-Jx-f(x)-dx .
1 b >x
Bsp.: Viertelkreis rotiert um y-Achse y
r
vy =2~TE~J. x-\/r2 —x% -dx ; die Substitution z=r? —x2; dz=-2-x-dx
0
liefert
2
0 r? 32| 3
d 2
Vy:_z.n.J.\/;._Z:n..l.zl/z.dzzn.z_ :n.r_:_.n.r3
> 2 3/2 3/2 3
r 0 0 X

4. Bogenldnge

Der Graph wird durch einen Streckenzug approximiert. Y

LxY As=) \(ax)” +(ay)?
-3 1+(%)2 .AX%J‘,IM-(P(X))Z -dx =L

(Hier hat man zwei Grenziibergédnge: den von der Summe
zum Integral und den vom Differenzenquotienten zum
Differentialquotienten.)
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Nur in seltenen Fallen ist das entstehende Integral elementar auswertbar.

2
Bsp: Oberer Viertelkreis mit f(x)= r2—x?; 1o =2x 1+(f'(x))2 R

F(x)=3 [ ’ 2_ 2 o
2 rz_xz r—x y
L:r.j’ f 1 . Die Substitution x=r-sint; dx=r-cost-dt liefert
0

/2 r~cost b
L=r- J' -r-cost- dt—r ——-dt=r-—-
.sin? t r-cost 2

5. Auf dem Weg zu Guldin 2
Man berechne das Volumen des Torus, der durch Rotation des Kreises y

K: x? +(y—m)2 =r’ um die x-Achse entsteht’.

Die Halbkreise haben die Gleichungen y=m=*+/r* —x? ; das Torusvolumen ist

V;((mJ—)(mJ—)]dmw—d

F1m
S—
Das Integral der rechten Seite ist so groR ist wie die Flache des oberen Halbkreises, so dass man die
Beziehung

V=2-Tc-m-(n-r2)
hat. Der Vorfaktor 2-m-m beschreibt dabei den Weg des Kreismittelpunktes bei Rotation um die x-
Achse.

Deutet sich hier ein allgemeiner Zusammenhang an? Er kénnte folgendermalien lauten:
,Rotiert eine Flache um eine Achse, so ist das Drehkorpervolumen gleich dem Flacheninhalt mal dem
Weg des Flachenmittelpunkts.”

Nun sollte man diese Vermutung testen an anderen Beispielen, etwa mit einem rotierenden Quadrat.

0
Der Mittelpunkt sei ( j, und die Seitenldnge sei a. Dann ist (ohne y
m

Integralrechnung!)

ay aY
V=n-a-(m+EJ —n~a-(m—§j =n-a-2~a-m=(2~1'c~m)~(a2).

Die Vermutung scheint zu stimmen.

1 nhach Steinberg: Entdecken — Erkennen — Verstehen. In: Der Mathematikunterricht 5/1986; S. 55 ff.
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et

Nehmen wir als nachstes Beispiel eine in analoger Weise

rotierendes Parabelsegment zu y =x2. Was soll jetzt der
Mittelpunkt sein? b’

Vi =n-(b2)2~2-b—n- ji (xz)z-dx

5 5
=2-n-b5—2-n-b—:8-n-b—
5 5
b 3
b 4
Azz-b-bz—j x> dx=2-b>-2.—==.p3
3 3
—b
X
b b
. ) . . 8 5 4 .3 13 2
Wenn die Vermutung stimmt, ist V, =2-7-m-A und damit n-g-b :2~n-m-§-b ; g-b =m|.
Ist das tGberhaupt richtig?
Nehmen wir deshalb eine vertrautere Figur, ndmlich ein in analoger y
Weise rotierendes Dreieck.
2 (b-c 2 a

Vy=2-m- j(—-ercj -dx—b%-a :Z-n-—-(c2+b-c—2-b2) c

a 3

0

A=a-(c—b)

. c+2-b .
V,=2-m-m-A liefert m= , also den (Flachen-) Schwerpunkt. b

f f X
-a a

Da Dreiecke und Parabelsegmente gar keinen Mittelpunkt haben, ist es ohnehin sinnvoller, iber
Schwerpunkte zu reden und die Vermutung umzuformulieren:

»Rotiert eine Flache um eine Achse, so ist das Drehkorpervolumen gleich dem Flacheninhalt mal dem
Weg des Flachen-Schwerpunkts.”

Aber wie berechnet man Flachen-Schwerpunkte?

Die eingeschlagene Vorgehensweise ist einigermaRen typisch. Wir hatten eine Vermutung, die noch
nicht bewiesen ist. Wir haben noch keinen Weg hin zur Vermutung, haben aber eine andere
Vermutung (lUber den Parabelsegment-Schwerpunkt), der aus der urspriinglichen Vermutung folgt.
Dieses Hin und her in der logischen Argumentationsrichtung ist flir Entdeckungsprozesse
charakteristisch.

Unser Problem, die Vermutung zu beweisen, hat uns erst einmal zu einem neuen Problem gefiihrt,
das wir vorher 16sen mussen, namlich: Wie berechnet man Schwerpunkte?
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6. Voriiberlegung zu Schwerpunkten

Bei zwei Massestlicken A und B gilt wegen des
Hebelgesetzes (Kraft mal Kraftarm = Last mal
Lastarm) fir die x-Koordinate s des A
Schwerpunkts:
A-(s—a)=B-(b-s)
s-(A+B)=a-A+b-B

a-A+b-B
S=———— —

A+B a /T\

Bei drei Massestiicken A, B, C rechnet man

-B+c-
zunachst die x-Koordinate t:bB—zC des C+B
+

Scherpunkts von B und C aus; an der Stelle kann A
man sich die Massen B und C vereinigt denken.

Dann ist
S_a-A+t-(B+C)_a-A+b-B+c-C
B A+(B+C) ~ A+B4+C

S t
Analog ist die x-Koordinate s des Schwerpunkts von n Massestlickchen den Wert

n
2 %A
:XlAl +X2A2 +...+Xn 'An _ i=1

Xg
Ap+Ay +. A,

A.

n
I
i=1

und die y-Koordinate hat den Wert

> AL +A,+. A,
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7. Flachen-Schwerpunkte

Yy Will man den Schwerpunkt einer Flache unter

. einer Kurve haben, approximiert man die Kurve
durch eine Treppenkurve. Unter den
Treppenstufen haben die Rechtecke den Inhalt
f(x)-Ax Die x-Koordinate des Schwerpunkts ist

dann

J. x-f(x)-dx
—1 X ol Perr——
Gesamtflache

Fir die y-Koordinate des Schwerpunkts gilt: Die Flachenstiickchen haben jeweils den Inhalt f(x)-Ax;

f(x)

die zugehorigen y-Werte sind nun aber jeweils T , was auf

Q — T
—
—h
—~
x
N—
N—

N

o

x
N |-

> 080 L, o [l reoren

f(x)-Ax 2 | Gesamtfliche VAl

YR =

fuhrt.

8. Flachenschwerpunkt eines Halbkreises

mit f(x)= r2—x?:

10 2 1" ) 3
= (f dx o 2 2 )dx P22
2J‘((x)) xzj(r x)x 3 .

yFI — a — —I — —r - .
Gesamtflache n-r’ /2 rl 3
b r
Ix-f(x)-dx I x-\r2 —x? -dx

Xp| = =2 == =0, da der Integrand punktsymmetrisch zum Ursprung
Gesamtfliache n-r? /2

ist.

9. Guldin2

Nun ist einfach zu sehen:

Rotiert eine Flache um die x-Achse, so ist das Drehkorpervolumen gleich dem Flacheninhalt mal dem

b
)
b E’Jy rdx
Weg der y-Koordinate des Flachenschwerpunkts: V, :n-I y2 -dx:A-2-7r-sy =A‘2‘TE-aT

a
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Rotiert eine Flache um die y-Achse, so ist das Drehkdrpervolumen gleich dem Flacheninhalt mal dem
b

b Ix-y-dx
Weg der y-Koordinate des Fléichenschwerpunkts:vy :2-n-I x-y-dx=2-m-A-s, :2~n~A-f"T .

a

Diese (nun bewiesenen) Satze sind die 2. Guldin’sche Regel (Paul Habakuk Guldin, 1577 — 1647).

10. Schwerpunkt eines Parabelsegments

Zurick zum Schwerpunkt des Parabelsegments: y
Klar: die x-Koordinate ist 0.
b
2 1 4 2 2
£V (o)), 3B b
Ve & 2 Ax—0 b
Fl A A
1 o 5
4 4
L TR L .
") - :bzé
i.b3 §-b3 5
3 3
in Ubereinstimmung mit der friheren Vermutung.

b b

11. Die Mantelflache eines Drehkorpers bei Rotation um die x-Achse

y
ﬂ\ﬁ s
a b *

Ein Kegel hat die Mantelfliche M=m-r-s 2 a
Wegen M=m-s -3

OO

Die Idee bei ihrer Bestimmung besteht darin,
sich den Mantel aus den Ménteln kleiner
Kegelstimpfe zusammengesetzt zu denken.

und

2wt z.n.rzz.n.s.i ist
360°

Ein Kegelstumpf hat die Mantelflache Myggeistumps =7-(R-S—r-t).
Wegen
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R- R-s—s-(R-r .
istS=—S und t=S—-s= ( ):sr,also
R—r R—r R—r
2 2
R-s S-r R —r
M =n-(R-S-r-t)=n-|R-———=r-—— |=m-s- =m-s-(R+r).
Kegelstumpf ( ) ( R_r R—FJ R_r ( )

Mit dem mittleren Radius p ist |MKegelstumpf =2-Tc-s-p| .

Damit gilt fur einen Teil der Mantelflache i

AM, =2 -1-As-y

2 2 NAS
=2-1-y-4/(AX)" +(Ay) ~
2
=2-my- 1+(ﬂj - AX
AX
und deshalb (wieder mit dem zweifachen
a b

Grenzibergang)
° [ 2
szz-n-jy- 1+(y') -dx
a

/ 1 -2
Bsp. Kugeloberfliche: y=+r? —x%; y'== —X

—Zn;[r\/_\/idx 2n_jr\/_

12. Noch einmal Torricelli

dx=4-1-r

Torricelli-Trompete zuy=1/x; y'= —1.x72

T1 1 T 2 T 1+x? A T1
Mx=2-n-j —- 1+—4-dx=2-n-j =3 V1+x -dx=2-rc-j 5 -dx22~n-j —Z-dx=2~n'.[ —-dx=00
1 X X 1 X 1 VX 1 VX 1 X

Der Mantel hat unendlichen Flacheninhalt, obwohl das Volumen der Trompete endlich ist!

13. Linienschwerpunkte

y Will man den Schwerpunkt einer Kurve haben,
approximiert man die Kurve durch einen
Streckenzug mit den (unterschiedlich groRen)
Streckenlangen

_ e (v - /H(g)xx.

Die x-Koordinate des Schwerpunkts ist dann

. ZXAS D x 1+[ jz Ax
in”~ ZAS Z\/1+(iyj2'AX

_[x- 1+(f'(x))2 -dx

Gesamtlange

X Ax—0

=Xlin
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Analog ist die y-Koordinate des Linienschwerpunkts gegeben durch

Sy Z¥ 1(iyjﬂ B e (P -

Yiin ® -
As 2
28 s L2
X

=VYlin|-

Gesamtlange

Warum fehlt der Faktor 1/2?

3 Y Bei der Flache ist die y-Koordinate des
Schwerpunkts die halbe Kastenhohe, bei der
Linie ist das nicht der Fall.
— /
+,,
X —% X
14. Guldin 1

b

Jye() oo
Wegen Gesamtlénge-(Z-n-Ly)=Gesamt|énge-2-n- a =2-TC-I y~\/1+(y')2 -dx =M,

a

Gesamtlange

gilt die erste Guldin’sche Regel:

Rotiert ein Graph um eine Achse, so ist die Mantelflache gleich der Gesamtlange mal dem Weg des
Linienschwerpunkts.

15. Linienschwerpunkt eines Halbkreises

mit y=(r2—x2)1/2; y':%.(rz_XZ)_I/Z.(_z.X)Z_—X

{ 2 y 2.
[ 2 X r r z r
und 41+(y")" =,/1+ = =—,alsoL, =" == ==
) rP-x? J2_x2 Y y T-r T T

Jnd Y
b - Loy 0
.[x-w/1+(y') -dx r~j Z.dx ) -

L -2 S 2 A Ry N S

X Gesamtlange Gesamtlange 71 ° [12_ 2 $¢— Limen-SP

. -+ i -S
'man beachte, dass der Integrand zum Ursprung symmetrisch 74— Flachen-SP

'st), wie zu erwarten war.




