Jorg MEYER, Hameln

Letzte Anderung am 20. 7. 2023

Hohen und Cosinusprodukt

Im Dreieck ABC schneiden die Hohen die zu ihnen senkrechten Seiten in D, E, F. Der Umkreisradius
sei R. Gleichfarbige Winkel haben gleiche GréRe.

Im spitzwinkligen Dreieck ABC gilt: Wegen

HF HD
sin(blau)=— =— ist |[AH-HD =CH-HF|.
AH CH

Man fragt sich, wie groR dieses Produkt ist.

1CosY ist CH = b =2-R, also
CH cosy sinP

CH=2-R-cosy| und analog

B
AH _ BH _ CH =2-R| (SEGNER).
coso. cosf cosy

b
Wegen sinf3 =

Esist CF=b-sina, also

CH  b-cosy _—COS(OL+B)_sinoc-sinB—cosa-cosB
CF  b-sina-sinf  sino-sinP sina-sinf3

=1-cota-cotf.

CF—HF HF ., |HF
=1—— und somit |— =cotacotp|, also
CF CF CF

Andererseits ist ﬁ:
CF

HF=b-sinoc-cotoc-cotB=b-cosa-cotB=2-R-sin[3-cosa-cot[3=|2-R-cosoc-cos[3=HF| .

Wir waren interessiert am Produkt

CH-HF=2-R-cosy-2-R-cosa-cosB= (Z-R)Z~cosa-cosB~cosy=CH-HF :

Wegen SEGNER schreibt sich dies auch als

2 2 AH BH CH
CH-HF=(2:-R) -cosa.-cosp-cosy=(2-R) - —-——-——,
( ) B v ( ) 2:-R 2.R 2R
AH-BH BH-CH CH-AH
und daher ist |HF = und analog [HD = ; [HE= .
2-R 2-R 2-R

Wenn man AH, BH und CH sowie R kennt, kann man HF, HD und HE ausrechnen.

Ferner ist HF =——| usw., man kann also mit HF, HD und HE und R auch AH, BH und CH

2-R

HD BH?
E

ausrechnen.
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Im stumpfwinkligen Fall (y>90°; hier ist cosy<0)
sei Cosy:=—cosy .

Der griine Winkel hat die Grof3e

90°— (o +PB)=90°—(180°~y)=v—90°, also ist

sin(griin)=Cosy; cos(griin)=siny.
EB AD CE CD

Mit cos(griin)=—=— und sin(grin)=—=—

(grin)=—=-" (grin)=—=""

CD b-sin(griin
ist HC=——= ‘(g )=2~R-Cosy und

sinf3 sinf3 /7]

A b-cosa F a-cosf B

HE:HC-cosa:|2-R-Cosy-cosoc:EH; DH:CH~cos[3:|2-R-cosy-CosB:DH|.

Nun ist

1
HB:a-siny—Z-R-cosy-cosoc:a-siny—L-cosy-cosa:—-(a-sinzy—cosy-(b—a-cosy))

siny siny
1 1
:._.(a_b.cosy):_—-C-COSBZ Z'R‘COSB:HB
siny siny

und analog [2-R-cosa =HA|, und oben wurde schon [HC=2-R-Cosy| gesehen. Der Satz von SEGNER

gilt mutatis mutandis also auch im stumpfwinkligen Fall.

HF
Wegen coso=— st
HB

HF-HC=HB-cosoc-2-R-Cosy=2-R-cosB‘cosa-2-R-Cosy=(2-R)2-cosa-cosB-Cosy

und
BH-HE=2-R-cosf3-2-R-Cosy-cosa

wie im spitzwinkligen Fall.



