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1 Einleitung

Es ist in der Tat bewunderungswiirdig, dass eine so einfache Figur wie das

Dreieck so unerschépflich an Eigenschaften ist.
(Crelle; Sammlung mathematischer Aufsatze |, 1821, S. 176)

... Wie sich denn (iberhaupt immer wieder zeigt, dass die so hdufig zu hé-
rende Meinung, die Probleme der elementaren Geometrie seien erschopft
und die Beschdftigung mit ihnen sei unfruchtbar, von wenig wirklicher

Sachkenntnis ihrer Vertreter zeugt.
(Strubecker, MNU 1962/63, S. 390)

Algebra (...), diese Disziplin, welche dem menschlichen Verstande so hilf-
reich ist und ihn zu fiihren scheint, ohne ihn zu erleuchten.
(Voltaire; Philosophische Briefe; 1. Anhang zum 17. Brief)

Tudo isso, que é tanto, é pouco para o que eu quero. {(...)
Hd em cada canto da minha alma um altar a um deus diferente.
(A. de Campos, Passagem das horas)

Im Geometrieunterricht des Sekundarbereichs | haben die Schiilerinnen und
Schiler die Mittelsenkrechten, die Winkelhalbierenden usw. als besondere Li-
nien des Dreiecks sowie — damit verbunden — die jeweiligen Schnittpunkte als
besondere Punkte kennengelernt. Stehen im Sekundarbereich Il Trigonome-
trie und etwas Lineare Algebra (Geraden und deren Schnittpunkte) zur Verfi-
gung, so lassen sich die oben erwdhnten Gebiete auch rechnerisch behandeln.
Identifiziert man (der Einfachheit halber) Ortsvektoren und Punkte, so erge-
ben sich beispielsweise die folgenden Ergebnisse (das Dreieck ABC sei in tbli-
cher Weise benannt):

A+B+C
Seitenhalbierendenschnittpunkt S=———

a-A+b-B+c-C
(Innen—)Winkelhalbierendenschnittpunkt W =——————— usw.
a+b+c

Die Struktur dieser Formeln legt eine (zunachst als Abkirzung interpretier-
bare) Schreibweise $=(1;1:1), W=(a:b:c) usw. nahe; der Doppelpunkt

dient der Unterscheidung gegentliber den gewohnlichen affinen Koordinaten.
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Nun ist es nur noch ein kleiner Schritt, diese ,,neuen” Koordinaten als homo-
gene baryzentrische Koordinaten aufzufassen und mit ihnen konsequent zu
rechnen. Die Vorteile werden bald offensichtlich; das Kopunktalitatskriterium
(Satz von CevA) ist besonders einfach zu beweisen und anzuwenden, Schnitt-
punktsbestimmungen verlaufen alle nach demselben Schema.

Der Satz von CEVA sagt aus, unter welcher Bedingung sich die drei Ecktransver-
salen eines Dreiecks in einem einzigen Punkt schneiden. Der Satz wird hier be-
wiesen und angewendet auf Seitenhalbierende, Winkelhalbierende, Hohen,
Mittelsenkrechten sowie auf GERGONNE- und NAGELgeraden, den Mittenpunkt
und viele weitere Punkte und Geraden. Gleichzeitig wird in die baryzentrische
Dreiecksgeometrie eingefiihrt.

Oftmals sind die Existenz eines Punktes oder seine Eigenschaften auch ele-
mentargeometrisch zu bekommen; dies wird in dieser Datei fast immer kon-
sequent ignoriert, um die Mdglichkeiten (und auch Grenzen) der baryzentri-
schen Koordinaten zu zeigen. Geometrische Argumentationen werden durch
algebraische ersetzt, die sich allerdings mitunter als aufwandig gestalten.
Natdrlich muss bei diesem Thema eine rigide Stoffauswahl vorgenommen
werden; immerhin beschreibt Clark KIMBERLING (¥*1942) auf https://fa-
culty.evansville.edu/ck6/encyclopedia/ETC.html etwa
40.000 verschiedene besondere Punkte des Dreiecks, von denen hier nur ein
verschwindend kleiner Teil dargestellt wird; dazu gehoren natiirlich die ,klas-
sischen” besonderen Punkte und diejenigen, die mein (subjektives) Interesse
gefunden haben. (Ubrigens ist die erwédhnte EnzykBopadie insofern unvoll-
standig, als die dort aufgefiihrten Punkte eine gewisse symmetriebeziehung
erfiillen missen, die etwa von den BROCARD-Punkten nicht erfillt wird.)

Die Nomenklatur der Enzyklopadie wird hier zitiert (die beonderen Punkte ha-
ben die Bezeichnung Xn).

Der Text setzt keine Vorkenntnisse aus der projektiven Geometrie voraus; was
davon bendtigt wird, wird hier entwickelt.
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2 Zusammenstellung

Die Symbole werden im folgenden Abschnitt erlautert.

2.1 Punkte
Angegeben ist stets nur die erste Koordinate, ggf. auch Begleiter
X1 W Schnitt der Innen-Winkelhalbierenden (a W, :(—a th: c)
X2 S Schnitt der Seitenhalbierenden (1
X3 M Umkreismitte (sin(2-ot)
X4 H Hohenschnitt (tana
X5 K  Zentrum 9-Pkt-Kreis (Sin(Z-B)-I—sin(Z'y)
X6 T  Grebe/Lemoine (a2
X7 G Gergonne {r, :(i:(tang G, =(—r o rb)
o, 2
o

X8 N Nagel(o.= (cot; N, =(—0 10, cb)
X9 T Mittenpunkt (a-c, =(l+cosa Ta=(a-($:b‘0c:c-0b)
X10 Sp Spieker (b+c
X11 F  Feuerbach (o, -(b—c) F, =(—c5-(b—c)2 :0,(c+a) i o, -(b+a)2)

b+c b+c) (a—c) (a-b)
o @az[_( } (@ (a-b)

c, c o o,
da

X13 Fermat (——

sin(o.+60°)
X14 —2

sin(a.—60°)
X15 1.isodyn (a-sin( . +60°)
X16 2.isodyn (a-sin(o—60°)
X17 1. Napoleon ( a

sin(o.+30°)
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X18 2.Napoleon (— 2
sin(o.—30°)
X19 Cl Clawson (a-tana CL, =(a-tana:b-tanP: —c-tany)
X20 L Longchamps (—tana +tanfB+tany
X30 Eu Schnitt EULER- und Ferngerade
. 1 1
X39 Brocard-Mitte (= +—
b* ¢
X40 V  Bevan
X55 Za Ahnlichkeitszentrum (In, Um) (az‘(Sa
X56 Z  Ahnlichkeitszentrum (In, Um) (az-ra
X57 = (a'r; = (1-cosa Ea=(a-r2b‘rc:C~rb)
X99 St Steiner (bz—cz
X115 Zentrum Kiepert-Hyperbel
-5 -W, +(f, +1.—r)-G
X175 Zaus Zentrum Soddy-AuRenkreis (a-ra Zys 5 =———— (b £ ) 2
’ —6,+(1, +1. 1)
Gy W, +(r, +r.—r)-G
X176 Zinn Zentrum Soddy-Innenkreis (a+ra  Zinp g =——— (% +rc—1)-Gy
’ Gy + (1 +1.—1)
X481 E; 1. Eppstein (a—-2-r,
X482 E2 2. Eppstein (a+2-r,
2.2 Kreise
Umkreis: Um(P)=a’-y-z+b*-z-x+c*-x-y=0 fir P=(x:y:2)
Allgemein Um(P):(x+y+z)-(r-x+s-y+t-z)
2 2 2
X-0,+Yy-0, +2:C
Inkreis: Um(P)=(x+y+z)-—2 y4b c
2 2 2
Ankreis um W: Um(P):(x+y+z)-X S +Vfc +z-0p,
FEUERBACH-Kreis: Um(P):(x+y+z)-[X'Za+yf*’+Z'Z°j
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Beikreise:

Um( (x+y+z)-x~b2 durch B und C; beriihrt bin C
Um(

Um(P):(x+y+z)-z-a2 durch A und B; beriihrt ain B

P)=
P)=

(x+y+z)-y-c2 durch C und A; beriihrt cin A



Jorg Meyer Baryzentrische Dreiecksgeometrie 15

3 Notation und Elementar-Trigonometrie

Fir P=(p :q: r) sei p0;=M die normierte Darstellung.
p+q+r

Mit 6:=a+b+c; ,:=—a+b+¢; 6,:=a-b+c; 6_:=a+b—-c und

G, +0, +0. =0 gilt:

Das Dreieck ABC hat den Flacheninhalt A:l. /G'Ga -0y, -G |, den Umkreis-
4

b- .
radius R= C _abc , den Inkreisradius r:ﬂ und die Ankreisradien
2-siny  4-A c

r= usw. Damit ist |A=,/r-r, -, 1. | sowie wegen o, + o, +G. =0 auch

a

24
Ga

1 1 1 1
—+—+—==|und daher|r-(ra-rb+rb-rc+rc~r,.3,):r‘.j,~rb~rc|-WEgen2

R h e r

6-(0 -0 +0¢ -G, +06,-Cp ) =G, -Cp -G, =8-a-b-C st

2.A 22A 2-A 2-A
-

G O, ©O. O©O

32-R-A=8-a-b-c=8-A-( ]=8'A'(ra+rb+rc—r)

und daher [4-R=r, +1, +r, —r|.

Die Spurpunkte eines Punktes Q sind
die Schnittpunkte der Ecktransversa-
len mit den gegeniiberliegenden
Dreiecksseiten; die Bezeichnungen Q, Q,
entnimmt man der Figur.

Das Dreieck Q1Q,Qsz wird als CEVA-
Dreieck zu Q bezeichnet.

2 Coxeter, Introduction to Geometry. 1969: Wiley, ch. 1.5.
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Die Fuf3punkte von Q werden X

mit einem oberen Index ge-

kennzeichnet.

phJe) a
A .PC
Abkirzungen:
Ti=a’ +b’+¢%; I, i=—a’ +b’ +c%; X, i=a’ —b’ +c%; X, :=a’+b’ ¢
mit
2o+ Ep+E =2

Es gilt

a-G,+b-o, +c-0, =—a’ —b? —c* +2:(a-b+b-c+c-a)

und analog
a’ 2, +b? 2y +c? DI ——a*—p*-c* +2~(a2 b? +b%-c% +c? -az)
=0-0, G O,
Wegen des Cosinussatzes ist

6,0, =2-b-c-(1-cosa); 6-6,=2-b-c-(1+cosa)

und
X =2-b-c-cosa; X, =2-c-a-cosf}; X =2-a-b-cosy
sowie
cota= 2,
a-b-c
und
2-b-c-sina-cosa
2, =2-b-c-cosa= - =4-A-cota
sinal

mit der Dreiecksflache A.
Immer wieder werden die Beziehungen

a 50
1+cosoc=2-c0523; 1—cosa=2-sm25
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verwendet. Daher ist
o
GGy =%,+2-b-c=2-b-c-(1+cosa)=|4-b-c-cos’ — =00,
und
Op -0, =—%,+2-b-c=2-b-c-(1—-cosa)= 4-b-c-sin2%:csb-csc :
Es gilt auch
a+b)-c,-0 a-b)-oc.-c
cosa+cosB:()—ab; cosoc—cosB:—u
2:a-b-c 2-a-b-c
zudem ist
sina=sinf-cosy+siny-cosP|; cosoc+cosB-cosy=sin[3~siny|
und daher, falls das Dreieck keinen rechten Winkel hat,
sino.-cosB+sinf3-cosa  sin
tano+tanfB+tany = B B 4 20
cosa-cosf cosy
sin
= ¥ -(cosy+coso.-cosp)
COSQL-COSP-cosy
sin . .
= Y -sina-sinf3
COS0L-COSP3-cosy
:|tan(x-tan[3-tany=tanoc+tanB+tany=:r|
und daher
cota -cotf+cotfB-coty+coty-cota
=cota.-cotB-coty-(tana +tanf+tany)
=cota-cotP-coty-(tana-tanP-tany)
=1
sowie
tan(a.+p)=tan(180°—y)=—tany
und
sinf3-cosy +siny-cos sinoL-cosa sin(2-a
tanf +tany = B Y Y B_ = (2-0)
cosf3-cosy cosa-cosP-cosy 2-coso-cosf3-cosy
und
cosa-sinf+cosf3-sina sin
cota+cotp= _B : B =— y
sina-sinf3 sinou-sinf3

sowie
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-a-6,+b-o, +c-6,=—a-(—a+b+c)+b-(a—b+c)+c-(a+b—c)
=a’—b’+b-ct+b-c—c*=2-b-c-Z,
=2-b-c—-2-b-c-cosa

1-cosa

a

—4.b.c-sint <
2

3.1 Cosinussummen und Kreisradien
Mit dem Umkreisradius R gilt

c—b-cosa b—c-cosa
a-coso+b-cosp+c-cosy=a-cosa+b- +c-

a a
_ —X,-cosa+2-b-c _ —2-b-c-cosa-cosa+2-b-c =2‘b‘c‘sinzcx
a a a
=b-c-5iﬂ= ﬂ=a-cosoc+b-cos[3+c~cosy
R R
Die Summanden a-coso usw. sind die g
Seitenlangen EF usw. des Hohen-Ful3- E
punkt-Dreiecks, denn mit
AF=b-cosa; AE=c-cosa ccosaL
gilt wegen des Cosinussatzes oder we-
gen der Ahnlichkeit von AEF zu ABC, . | .
dass A b-cosa F B
EF=a-cosa .
Es gilt auch
2:-A . . .
T:R-(sm(z-a)+sm(2-[3)+sm(2-y))
und daher
sin(2-0.)+sin(2-[3)+sin(2-y):ZR'ZA:4-sin0L-sinB-siny .
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Mit den Beriihrkreisradien r = ; . =—— gelten die Beziehungen

a

2-A 2-A
G

(¢}

a

c—b-cosa b-c-cosa
coso+cosf+cosy=cosa+ +

a a
2-b-c
—ca~cosoc+b+c: G

“(1+cosa)-cosa+b+c

a a
—2~b-c-(cosoc+1—sin2a)+(b+c)-c

a-c
. 2
—G0-G,+2-b-c-sin oc+(b+c)-c

a-o

a .
_a-6+2~b'c-sin2a _a'G+2‘b'C'ﬁ-sma

a-o a-o

2-A
o+

r
=—> = 1+E:cosoc+cos[3+cosy

und
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c—b-cosaa b-c-cosa
coso.+cosf—cosy=cosa + -

a a
2-b-c
_G,-cosat+c—b ©

(1-cosa)-cosa+c—b

C

a a

[

2-b-c-(cosoc—1+sin2oc)+(c—b)-cs

a-co,

2.bec.| =2 % +2-b-c-sin’a+(c—b)-o,
2-b-c

a-c,

-6, -6, +2-b-c-sin"a+(c—b)-o,

a-c,

a-c_+2-b-c-—° -sina
-a-6,+2-b-c-sino ¢ 2R

a-o, a-c
2-A
R e
=-14+——=|-1+-==cosa+cosP—cosy|.
o R

c

C

Die Subtraktion der beiden letzten eingekastelten Formeln liefert

cosy=1 fe
Y 2R|
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4 Der Satz von CEVA

.. ist grundlegend fir fast alle Kopunktalitdtsaussagen, die sich auf Ecktrans-
versalen beziehen.

4.1 Beweis

Die Geraden AA‘, BB, CC’ sind genau
dann kopunktal in P, wenn

AP3 BP, CP,

P;B P1_CPz_A
gilt.
Beweis der Notwendigkeit: Der Schnitt-
punkt sei P, und UVW sei der Flachenin-

halt des Dreiecks UVW.

AP; APP APC .. APy APC
PB P3BP  P;BC PB  PBC PC APC

CP, PBC

—< =_—— . Das Produkt der linken Seiten ist gleich dem Produkt der rechten
P,A ABP

Seiten, also 1.

Wegen

AP3 BP; CP,

Zum Beweis der Umkehrung nehme man an, dass —+.— = =1 giltund
P;B P,C P,A
dass AP die Seite BC in A* schneide. Dann gilt APy -i-ﬁ_l und damit
PB A*C PA

BP, BA*
PC A*C
Dies ist der Satz von Giovanni CEVA (1647-1734). Es ist egal, ob man ¢y, ¢, usw.
als echte Langen ansieht oder ob man mit den Verhaltnissen c; :c, usw. rech-

, woraus A*=P; folgt.

net.
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4.2 Berechnung des Schnittpunkts

. . c,-B+c,-A
Man kann den Punkt P=Q auch ausrechnen. Zunachst ist P, = ————.
c
Wegen CP_biC it
P, bz’cz
P:bl'C'C'—i-bz'CZ'C:bl‘(cl‘B+C2‘A)+b2'Cz'C
b,-c+b,-c, b,-c+b,-c,

_b,-c,A+b,-¢c;-B+b,-c,-C
b,-c,+b,-c, +b, -c,

:|(b; -c, by -c, b, ¢, ) =P

CP a, b
Insbesondere gilt auch die Beziehung |— =2 +-%|, die Henricus Hubertus
PP, a, b,

VAN AUBEL (1830-1906) zugeschrieben wird.
Die Koordinaten von P sind homogen, d.h. es ist (U A w):(k-u tAeve X-W)
far L0,

5 Punkte

5.1Punkte im Inneren des Dreiecks
Essei Q=(q, : q, : q,) ein Punktim Inneren des Dreiecks. Wegen

(ay+0,)- 2 AT%B g ¢
Q:ql-A+q2-B+q3-C: g, +q,
q, +q, +a, q, +q, +a,
hat man mit <
Q=2 A*%B_ (g .q,0)
q, +q,
die Situation wie im Bild, bei dem an AT
den Strecken Verhdltnisse und keine Q
Langen aufgetragen sind. 4
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5.2 Interpretation der Punktkoordinaten

Ist A der Flacheninhalt des Dreiecks ABC, so ist L-A der Flacheninhalt
q, +q,
des Dreiecks Q3BC und 9t% % -A der Flacheninhalt des Dreiecks

q, +d,+4q; 9,+q,
QBC.
Damit gilt g, : g, : g, =QBC: QCA : QAB bzw. |Q:(QBC - QCA : QAB)|.

Die Koordinaten von P sind daher Fld- 9

chenkoordinaten. Es handelt sich um
die (von August Ferdinand M&BIUS
(1790 — 1868) eingefiihrten ) baryzen-
trischen Koordinaten. Die Summe der

Koordinaten darf nicht verschwinden. Q

q3
A B

5.3 Cartesische Koordinaten als baryzentrische Koordinaten

0 1 0 X
Mit O=| |, E,=| | E,= lasst sich jeder Punkt P= schreiben als
0 0 1 y

P=0+x-(Ex—0)+y-(E,—0)=(1-x—y)-O+x-Ex +y-E, .
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5.4 Mittelpunkte und Teilverhialtnisse, Harmonie

Der Mittelpunkt Z von P=(p1 py pg) mit p:=p, +p, +p, und

Q:(ql o, :q3) mit q:=q, +q, +4, ist

_PP+Q°
2

yA

(p,-9+0,-P:p, A+, P:pP;-q+0,-p)=Z|.

Fiir den Rest dieses Abschnitts seien u und v beide positiv.
u-A+v-B

Der Punkt P:—=:(u : v) liegt im Inneren der Strecke AB:
u+v
\ u
A P B
Die Lage von P=(—U : v):(u : —V) hangt vom GréRenverhaltnis ab:
. u-A-v-B ) )
Ist u>v, so st P=(u : —v)=— gleichbedeutend mit
u—-v
(u—v)-P+v-B . .
A=~—+——; Aliegt also im Inneren von PB:
u
. v TS u-v °
P A B
. u-A-v-B —-u-A+v-B . )
Ist u<v, soist P:(u : —v): = gleichbedeutend mit
u-v vV—u
(v—u)-P+u-A .
B=~—*———; Bliegt also im Inneren von AP:
v
IS v-u . u '
A B P
t-P%+Q°
Teilt U die Strecke PQ innen im Verhaltnis 1:t, so ist U=1—.
+t
Teilt V die Strecke PQ auRen im Ver- : I S : 3
0 A0
haltnis 1:t, so ist V:% .
t_

U und V liegen harmonisch zu P und Q.
. . . AP AQ . .
Die Punkte P und Q liegen harmonisch zu A und B, falls — =——ist. Dann ist

AP PB
auch —ZE, es liegen also auch A und B zu P und Q harmonisch.

AQ



Jorg Meyer Baryzentrische Dreiecksgeometrie 25

A P B Q
- u TV w
u+v

Im Fall der Harmonie ist ([w=Vv-——| flir u>v (sonst liegt Q links von A).
u-—v

Fir U=2 und v=1 ist W=3, daher beschreibt U:v:w=2:1:3 ein harmoni-
sches Verhiltnis.
‘A+u-B _—v-A+u-B

v
Mit P=———ist Q=
u+v u—v

5.5 Punkte im AuBeren des Dreiecks

Liegt P auferhalb des Dreiecks, so ist
eine der Koordinaten negativ.
Insgesamt hat man daher nebenste-
hende Vorzeichenkonstellationen.

+-n —+

Mit u>0; v>0; w>0 liegt P=(—U A W) aulerhalb des Dreiecks; die Ge-

. . —-u-A+v-B )
rade CP schneidet AB in P =(—u TV 0):—, also ist
v—u
. C
(v—u)-P +u-A . .
B=——+———=B.Fir v>u liegtB
Vv v-u
zwischen A und P’. Fir v >u ist ferner P
—u-A+v-B
(v-u)prwec (7o) e .
—U+v+w —U+Vv+w
=P
v-u B u P
Man hat also die nebenstehenden Verhalt-
nisse.

Fasst man in P=(-u:v:w)=(PBC:PCA: PAB) die Koordinaten als Dreeicks-

flachen auf, so ist zu beachten, dass der Flacheninhalt PBC wegen des ande-
ren Drehsinns als negativ zu nehmen ist.
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Ist bei P=(~u:v:w) nicht v>u,
sondern u<v, so hat man die ne-
benstehende Graphik.

Ist u=v, so liegt P'=(—1 1 0)
nicht im Endlichen, also liegt P auf
der Parallelen zu AB durch C.

6 Geraden

Bisher wurden nur Punkte berechnet. Man erleichtert sich das Leben, wenn
man auch mit Geraden im baryzentrischen Kalkil umzugehen weil.

6.1 Erster Weg

Orientiert man sich am Vorgehen der Vektorgeometrie, so wird man zunachst
eine Parameterform einer Geraden durch zwei Punkte anstreben.

Es seien also P =(p,:p,:p,) und Q =(q,:q,:q,) Mit p:==p, +p, +p, und

g:=0q, +9, +9g, zwei Punkte. Jeder Punkt auf der durch P und Q bestimmten
Geraden hat die Form
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g,-A+q,-B+q,-C

P+ (1-t)-Qot PUATRBHRC g
p q
pl q1 pz qz p3 q3

=t (1-t) Lt (1-t) 2t B (1) 2
( p -9 a P (- a P -y qj

1-t 1-t 1-t
z(p1+_.9.ql:p2+_.9.qzzp3+_.e.q3j

t g t g t g

(P, +5-G, :p, +5:0, : P, +5-0;)
1-t
t

Nun ist in der Vektorgeometrie die Normalenform fir viele Zwecke geschmei-
diger; sie soll daher auch hier angestrebt werden. Fir einen Punkt
R=(r, :r, :r,) mMit r:=r, +r, +r; auf PQ gelten die Gleichungen

fur s= P , womit man die gesuchte Parameterform gefunden hat.
q

f_RiTsa (i=1, ..., 3) bzw. p-r =p,+s-q, mit p=B.

r p r
Dies ist damit gleichbedeutend, dass die folgende Determinante verschwin-
det:

n nL n
Py P, P; :rl'l(pz'qa_pa'qz)l+r2'l(p3'q1_pl'q3)|+r3'l(p1'q2_pz'q1)|:0-
ql q2 q3 =:G; =:G, =:G;

R erfillt also die Gleichung

-G, +1,-G, +1,-G, =0|.

Dies ist das Analogon zur Normalform der Vektorgeometrie.

Wir fassen G, , G, , G, als die baryzentrischen Geradenkoordinaten der durch
P und Q verlaufenden Gerade g auf und schreiben aufgrund der Homogenitat
dieser Koordinaten (im Unterschied zu Punktkoordinaten mit eckigen Klam-
mern):

le=[G,:G,:G,]|-
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Es gilt der grundlegende Sachverhalt

|P=(p1 :p, :p;) auf g=[G, : G, :G,] < P*g:=p,-G, +p, -G, +p, -G, =0|.

6.2 Zweiter Weg
Ein anderer Weg zu Geraden gestaltet sich wie folgt: Eine Gerade mit dem all-
gemeinen Punkt P hat die Normalenform P-N=e; mit

_PpyrA+p,-B+p,;-C

P=(p,:p,:p; )= ergibt sich dann
Py +P, P
p,-(A-N—e)+p,-(B-N—e)+p,-(C:-N-e)=0.
T =:G, =:G,

6.3 Dritter Weg
Der Fldcheninhalt desvon p=(p, :p, :p,), Q=(a,:q, :a;), R=(r,:r,:1;)

aufgespannten Dreiecks ist® proportional zu

Py P, Ps
aQ G GO
rl r2 r3

; der Punkt p=(p, : p, : p,) liegtalso ge-
(p1 +p2 +p3)'(q1 +q2 +q3)'(r1 +r2 +r3)

nau dann auf der Geraden durch Q =(q, : q, : q;) und R=(r, :r, :r,), wenn

die Determinante verschwindet.

6.4 Nullte Interpretation der Geradenkoordinaten

Die Seiten des Ausgangsdreiecks sind
a=[1:0:0]; b=[0:1:0]; c=[0:0:1]. Damit schreibt sich eine Gerade

G,-a+G,-b+G,-c
(formal wie ein Punkt) als gz[G1 : G, :Ga]z L 2 3 .
G, +G, +G,

3 0. Bottema: Topics in Elementary Geometry. 2008 Springer, S. 29.
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6.5 Verbindungsgerade und Kollinearitat

Ein allgemeiner Punkt (u:v:w) auf der Verbindungsgerade von

u v w
P=(p,:p, :p;) Und Q=(q, : q, : q,) erflllt die Gleichung [jp, p, ps|=0|.
G G, G

Die Verbindungsgerade von p=(p, : p, : p,) Und Q =(q, : g, : g,) ist (bis auf

a b ¢
Normierung) |PxQ:=|p, P, Psl||.EinPunkt R=(r:r:n) liegt auf der Ver-
q, d, 0
bindungsgeraden PxQ .falls das auf Punktkoordinaten bezogene Spatprodukt

(A A
R*(PxQ)z p, P, P,|verschwindet. Genau dannsind P, Q und R kollinear.
4 9 G

6.6 Schnittpunkt und Kopunktalitat
Der Schnittpunkt der Geraden g =[G, :G,:G,] und h=[H, : H, : H,] ist (bis auf

A B C
Normierung) |gxh:=|G, G, G,||.Eine Gerade f=[F, :F, :F,] verlduft durch
H H, H
den Schnittpunkt gxh, falls das auf Geradenkoordinaten bezogene Spatpro-
Fl F2 F3
dukt (gxh)*f=|G, G, G,| verschwindet. Genau dann sind g, hund f
Hl HZ H3

kopunktal.

6.7 Einige spezielle Geraden

Einige Geraden sieht man in der folgenden Graphik.
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[1:2:0]

[1:1:0]

(0:3:-2)
Die Gerade g=[G, : G, : G,] schneidet die Dreiecksseiten in

gxa=(0:G,:—G,); gxb=(-G,:0:G,); gxc=(G,:—G,:0).
Die Verbindungsgeraden zu den gegentiber liegenden Eckpunkten sind
Ax(gxa)=[0:G,:G,]; Bx(gxb)=[G,:0:G,]|; Cx(gxc)=[G,:G,:0].
Analog gilt: Die Verbindungsgerade des Punkts p=(p, : p, : p,) mit den Drei-
ecks-Eckpunkten ist
PxA=[0:p,:-p,]; PxB=[-p,:0:p,]; PxC=[p,:—p,:0].
C¥=(u:-v:0)
Die Verbindungsgeraden schneiden die gegenlber liegenden Seiten in

ax(PxA)=(0:p, :p,); bx(PxB)=(p,:0:p,); cx(PxC)=(p, :p,:0).
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6.8 Zum Satz von DESARGUES
Ay

Nach dem Satz von CEVA sind AA;, BB; und CC; genau dann kopunktal, wenn
U‘W'y:V‘X‘Z

gilt. Wegen
A;=(0:x:w);B;=(y:0:2z); C;=(v:u:0)
ist
ABy =[x-z:w-y:—x-y]; B;Cy =[-u-z:v-z:u-y]; CiA; =[u-wi—v-w:v x|
und daher
C; =A;B; NAB=(w-y:—x-2:0)
B, =ACy mAC=(—v-x :0: u-w)
A, =B;C; NBC=(0:u-y:—v-z)
Die Determinante
W-y —X-Z 0
—v-x 0 uw =(v-x-z)2—(u-w-y)2
0 uy -v-z
verschwindet genau dann, wenn die CEVA-Bedingung erfillt ist.
Das heif3t:

AA;, BB; und CC; sind genau dann kopunktal,
wenn A,, B, und C; kollinear sindu
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Anders ausgedriickt: Die Dreiecke ABC und A;B:1C; sind perspektiv bzgl. eines
Punktes genau dann, wenn die beiden Dreiecke perspektiv bzgl. einer Gera-
den sind.

Das ist ein Spezialfall des Satzes von Girard DESARGUES (1591-1661).
Zur Berechnung der Geraden geht man besser von P:(p 1q: r) aus. Dann ist
A;=(0:q:r) B;=(p:0:r) C;=(p:q:0)
A;=(0:q:-r) By=(—p:0:r) C;=(p:—q:0)
111

mit der Geraden {—:—.—}.
par

6.9 Interpretation der Geradenkoordinaten

Die Geradenkoordinaten lassen sich leicht interpretieren. Dazu holen wir et-
was aus:

b-z+c-x
Erinnerung: Aufgrund des Strahlensatzes ist allgemein |y :T , denn
C
z a+b+c y a+b .
wegen —= und —=—— ist
y a+b X a
a+b+c a a-b+b’>+b-c+a-c
b-z+c-x=b-y- +c- .

a+b y'a+b=y
(a+b)-(b+c)

—y.~— N\ T _y.(b
y a+b y( +C)

a X

Der (nicht unbedingt senkrechte) Abstand g, eines Punktes P zu einer Gera-

den g sei mit einem beliebigen, aber festen Winkel gemessen. Da es nur auf
Abstands-Verhaltnisse ankommt, ist der Winkel irrelevant.
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Pt Py

Dann ist gC'=P18a7P2 "85 g weiter
P, +p,
g —PsBct(PitPy)Be [Py -By P By TP Be
i P, +P, +P PL+P, +P; j

Liegen etwa A und B auf verschiedenen Seiten von g, so haben ga und gg un-
terschiedliches Vorzeichen.

Insbesondere liegt P auf g, wenn der Zahler verschwindet; dies ist ein anderer
Weg zur Geradengleichung P*g=0 und liefert gleichzeitig eine geometrische

Interpretation der Koeffizienten von g: Es ist |g:[gA S8y gc]| :

6.10 Parallelen

Diese Abstandsbetrachtungen erlauben einen neuen Blick auf Parallelen: Aus
der Interpretation der Geradenkoeffizienten als (irgendwie gerichtete) Ab-
stande zu den Dreiecksecken folgt, dass jede Parallele zu g =[G,:G,:G,] die

Form g’'=[G, —-D:G, —D:G, —D] hat. Soll die Parallele durch den Punkt
P*g

—=  sein.
p; tP, +P;3

P=(p,:p,:p,) verlaufen, muss D=
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Damit hat die Parallele zu g durch P die Form
, Gl '(pz +p3)_(p2 'Gz +P; 'Gs):Gz '(pl +p3)_(p1 'Gl +P; 'Ga)::|

g:
_Ga'(p1+p2)_(p1'Gl+pz'Gz)
a b c
= P P, p; |=8'

Gz_Ga G3_Gl Gl_GZ

Die letzte Gleichung lasst sich auch so interpretieren: Die Parallele ist die Ver-
bindungsgerade zwischen P und dem Fernpunkt von g.

6.11 Multiplikation von Punkten
Die Parallele zu a=[1:0:0] durch p=(u:v:w) ist [v+w:—u:—u]; sie schnei-
detbin (u:0:v+w) undcin (u:v+w:0).Die Parallele durch P zu b ist
[-v:w+u:—v] und die zu cist [-w:—w:u+v].
Zwei Punkte p; =(u; : v4 : 0) und P, =(u, : v, : 0) auf c liefern Anlass zu vier
Parallelen [—v;:u;:u;] zuaund [v;:—u;:v;] zu b mit den Schnittpunkten
Q;=(u;:0:v;) aufbund R, =(0: v, :y;) aufa.
Nunist AR; =[0:~uy:v;] und BQ; =[-v;:0:4]-
C

A P, P, B A P, P, B
AR und BQ; schneiden einanderin s; =(u; -u, : vy -v, tu;g -v, ), und AR; und

BQu schneiden einanderin s, =(u; -u, : v; -v, 1 u, -vy ) . Beide Schnittpunkte

sind mit C kollinear auf s;s, =[—v; -v,:u; -u,:0], und diese Gerade schneidet

cin |(U1 Uy 1Vy-Vy 1 0)=P P, | Damit ist eine Multiplikation von Punkten auf

einer Dreiecksseite erklart®.

4nach P. Yiu (2000): The uses of ... In: Int. J. Math.Educ. Sci. Technol. 31 (4), 569 - 578.
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Die Division ist einfach: Hat man P; -P, und Py, so hat man Q; und R; und da-
mit auch die Schnittpunkte auf der Geraden durch Cund P; -P,, so dass man
nun auch Q, und R, hat.

Zu zwei beliebigen Punkten P, =(uy vy :wy) Und P, =(u, : v, : w, ) gibtes
auf jeder Dreiecksseite zwei Spurpunkte, die man miteinander multiplizieren
kann. Die Produkte fiihren zu |P1 Pyi=(ug Uy 1 vy vy i wy ~w2)|.

6.12 Dualismus von Punkten und Geraden
Die Gleichung P+g=0 gibt zu einer symmetrischen (dualen) Behandlung von
Punkten und Geraden Anlass:

(1) Ist g gegeben, so wird die Gleichung von allen Punkten P erfiillt, die
auf g liegen. Die Gerade wird als Punktreihe aufgefasst, und P*g=0 ist

eine Geradengleichung.

(2) Ist P gegeben, so wird die Gleichung von allen Geraden g erfiillt, die
durch g gehen. Der Punkt wird als Geradenbischel aufgefasst, und ist

eine Punktgleichung.

Kurz: \p= (] g; g= U P|.

P*g:O P*g:O

Das Symbol (p, : p, : p,) stellt einen (affinen) Punkt dar, falls p, +p, +p, #0
ist.

Aus der Gleichung P*g=0 erkennt man nun: Auf [1:1:1] liegen keine
Punkte. Das Gebilde [G,:G,:G, ] stellt also nur dann eine (affine) Gerade dar,
falls die Zahlen G, G;, Gsnicht alle gleich sind.

Zwei Geraden g=[G,:G,:G,] und h=[H,:H,:H,] sind zueinander parallel,
wenn ihr Schnittpunkt g "h=(G, -H, —G, -H,:G, -H, — G, -H,:G, -H, —G, -H, )
nicht existiert, wenn also

I o
I o
I o
Il
o

iy
N
w
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ist. Das ist das Parallelitatskriterium.

Dass ein Punkt nicht ,,wirklich" sein soll, heiBt, dass er nicht im Endlichen liegt.
Der ,,unwirkliche" Schnittpunkt zweier paralleler Geraden liegt also ,,im Un-
endlichen”. Nun erleichtert und vereinheitlicht es den Formalismus, wenn
man auch die ,,im Unendlichen” gelegenen Punkte als Punkte auffasst, mit de-
nen man genauso rechnen kann wie mit im Endlichen liegenden Punkten.

6.13 Umkreis und Beriihrkreise

Geht man vom Kreis aus, so sind ein- und umbeschriebene Dreiecke zueinan-
der dual:

Ersetzt man die Punkte auf dem Umkreis durch Tangentenstiicke, so be-
kommt man die Beriihrkreise; je nach Lage der Ausgangspunkte bekommt
man den Inkreis oder einen der Ankreise.

Ist der Ausgangskreis ein Umkreis, so entsteht das Tangentendreieck (s.u.).

6.14 Der Fernpunkt o(g) einer Geraden g

Der Schnitt einer Geraden g=[G,:G,:G,] mit einer dazu parallelen Geraden

liefert den ,Fernpunkt | (g)=(G, -G, : G, —G, : G, -G, )| -

Hat man den Fernpunkt (g, : g, : g3) Mit g; +8, +83 =0, so gehort dazu
die Schar zueinander paralleler Geraden [D:D—g;:D+g, |-
Weiterhin gilt: Der Fernpunkt der Verbindungsgeraden von p=(p; : p, : p3)

und Q=(a; : a, : g3) ist

a1 -(py +P3)—p1 - (ap +03)
©oPQ)=|:q;(p3+P1)—pP, (a3 +0q;)
:03-(P1 +Py)—p3-(a; +a,)
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Zwei Geraden schneiden sich also jetzt immer. Nunmehr hat man zueinander
duale Grundsachverhalte:

Zu zwei Punkten gibt es stets genau eine Verbindungsgerade,
zu zwei Geraden gibt es stets genau einen Schnittpunkt.

6.15 Die Ferngerade

Die Verbindungsgerade zweier Fernpunkte ist die ,Ferngerade”; sie berechnet
sich zu [1:1:1]; auf ihr liegen keine endlichen Punkte.

Das Parallelitatskriterium ordnet sich jetzt dem Kopunktalitatskriterium unter:
Zwei Geraden sind genau dann zueinander parallel, wenn sie sich auf der
Ferngeraden schneiden.

7 Erste Anwendungen: THOMSEN und MAXWELL

7.1 Der Streckenzug nach THOMSEN
Essei P =(U :0:W) aufb.

Die Parallele zu a=[1 :0: 0] durch P ist [—W ‘U U] ; sie schneidet c in
P,=(u:w:0).

Die Parallele zu b=[0 1 0] durch P ist [W iU W]; sie schneidet a in
Py=(0:w:u).

0:u).
Die Parallele zu a durch P4 schneidet c in Ps =(W u: 0) .

w).

Die Parallele zu b durch Ps schneidet a in Pg =(0

Die Parallele zu c durch Ps schneidet b in P4 =(W .
u

Die Parallele zu ¢ durch Ps schneidet bin P, =(u:0 W).

AV VA VA v
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Dieser geschlossene Streckenzug ist nach Gerhard THOMSEN (1899 - 1934) be-
nannt. Man kann ihn auch auRerhalb des Dreiecks starten.

7.2 Der Satz von MAXWELL

Auch der bekannte Physiker James Clerk MAXWELL (1831-1879) hat sich (im
Rahmen seiner Untersuchungen (iber Statik) mit Dreiecksgeometrie befasst
und eine etwas liberraschende Kopunktalitat festgestellt:

Schritt 1: Zum Dreieck ABC mit ¢ A

P=(U TV W) wird das Dreieck A’B’C’
so gebildet, C
dass A’B zu CP parallel ist (rot)

und B’C’ zu AP parallel ist (blau)

sowie C'A’ zu BP parallel ist (grin). A B B

Die Gerade [D!—W+D!V+D] ist zu AP:[OC—WIV] parallel.
Die Gerade [—W-I-EZEZU-I-E] ist zu BP:[—WIOZU] parallel.

Die Gerade [—V+FZU+FZF] ist zu CP:[—VIU!O] parallel.

Die Schnittpunkte dieser Parallelen sind
A'=(u-(u+E+F): —F-(u+w)+v-(E+u): —E-(u+v)+w-(F+u))
B':(F-(v+w)+u-(D+v):v-(v—F+D): —D-(u+v)+w-(v—F))
C‘:(E-(w+v)+u-(w—D):D-(w+u)+v-(w—E):w-(—E—D+w))

(Die baryzentrischen Koordinaten sind weiterhin auf ABC bezogen.)

Schritt2: ¢

Al
Es werden weitere Parallelen gezo- C

gen, namlich

zu AB durch C’ (rot); p
zu BC durch A’ (griin),

zu CA durch B’ (blau).
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Die Parallele zu BC=[120!0] durch A ist [G+1:GZG] mit G:—LEH:.
u+v+w
v—F+D
U+v+w
E+D—w

Die Parallele zu CA=[02110] durch B ist [HZH+1ZH] mit H=—

Die Parallele zu AB=[01051] durch C‘ist [JIJIJ+1] mit J= )
u+v+w

Diese drei Parallelen zu den Seiten von ABC schneiden sich in

|Q:(U+F+E V—F+D: w—E—D)| (die baryzentrischen Koordinaten sind wei-

ter auf ABC bezogen). Damit hat man eine Abbildung
P=(u:v:w)—>Q=(u+F+E:v—F+D:w—E-D)|.

8 Der Satz von BLANCHET und dessen Verallgemeinerung

G

Es sei ABC spitzwinklig
und sei P beliebig auf der
Hohe CHs.

AP schneidet a in D, BP
schneidet b in E. Dann ist
P Schnitt dreier Ecktrans-
versalen, und es gilt nach
CEVAU-W-y=V-X-Z,

Die Parallele zu c durch C
wird von HsE in G und
von HsD in F geschnitten.

X
Gleichgefarbte Dreiecke sind zueinander dhnlich, also ist g =U-X und f=v.-—
z w

und daher g_4vw

Z-v-X
dass CH.Hohe ist.)
Diese Argumentation ist nach Marie Alphonse BLANCHET oder nach DE LACOMBE
benannt®. Ist P der Héhenschnittpunkt, so bildet das HohenfuRpunkt-Dreieck
eine geschlossene Billardbahn.

=1.Somitist 6=1. (im letzten Schritt braucht man,

5 Halbeisen / Hungerbiihler/ Lauchli (22021): Mit harmonischen Verhéltnissen zu Ke-
gelschnitten. Springer, S. 60 und S. 64.
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Ist CHs nicht die Hohe, wird man keine gleichen Winkel haben, aber weiterhin
wird C die Strecke GF halbieren:

Ist Q=(q1 0y Clg) beliebig (aber nicht auf dem Rand des Dreiecks), so
schneidet CQ die Seite cin Q3 :(q1 0P 0) . AQ schneidet die Seite a in
Q =(O gy q3), und BQ schneidet die Seite b in Q, =(q1 :0: Q3)-

Die Parallele [1 1 0] z2u C=[0 :0: 1] durch C wird von

1 1 1
Qngz{——'—:—} in Gz(l:—lzq—3+q—3] und von

G G O3 01 @
1 1 1
Q;Q=|—:——:—in Fz(—l 1 q_3+q_3] geschnitten.
o 7] d d3 a o

Mit q::q—3+q—3 ist der Mittelpunkt
d 9

von GF gegeben durch
A-B+q-C_ -A+B+qC
G+F q q
2 2
=C

9 Der Seitenhalbierenden-Schnitt S = X2

Natirlich kann man die Kopunktalitat
der Seitenhalbierenden auch elemen-
tar beweisen; dieser Abschnitt und
die folgenden dienen nur dazu, Ver-
trauen in den Satz von CEVA zu erzeu-
gen.

Bei Seitenhalbierendenist a, =a, , b, =b,, ¢, =c,, und somit gilt fiir den

Schnittpunkt S die Beziehung s=(a, ‘b, : a, ‘b, : a, 'b1)= .
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Die Seitenhalbierende durch C hat den Mittelpunkt Z=(1 1 2);
die Gerade [0 12 —1] durch A und Z

schneidet BCin Y=(0 1 2); der
Schnittpunkt teilt also BC auch im Ver-
haltnis 1:2.

Die Graphik zeigt die Streckenverhdlt-
nisse.

10 Die Winkelhalbierenden-Schnitte W = X1, W,, Wy, W,

Jede Innen-Winkelhalbierende g

schneidet die gegenuber liegende 5 /%
Seite im Verhaltnis der anliegenden

Seiten, wie man etwa anhand der Ab-

bildung mit Hilfe des Sinussatzes ein-

sieht; Im linken Teildreieck ist

Ly 180°-5 /5
smE v A v - u B
sind b’

sinx b
. . . . 2 U 0|V
im rechten Teildreieck ist —==—; zusammen gilt |—=—

sind a u a

Damit hat man die Seitenabschnitte
wie nebenstehend (eigentlich kommt
es nur auf die Streckenverhdltnisse
an).

Der Schnittpunkt W der Innen-Win-
kelhalbierenden ist dann

W=(s:b ).
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W ist Mittelpunkt des Inkreises, und

) —a+b+c )
man hat mit Sa::T usw. die

angegebenen Streckenabschnitte,

o _s, B
und wegen cot—=— und cot—=—
2 r 2

usw. gilt die zum Sinussatz ahnliche
Formel

Sa Sb Sc

= = =r

cot® cotE cot’
2 2
Die Aufsen-Winkelhalbierenden schneiden sich in den Ankreismittelpunkten,
die mit Wa, Wy, und W, bezeichnet werden.

Die AuRenwinkelhalbierende von B schneidet die Seite ACin D:
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Im Dreieck BCD ist ﬁzi, und im Dreieck ABD ist
sin(9o°—Bj y
2
sinc sinc sinc C .
— = , S0 dass insge-
sin[ 90°+ P | sin[ 180°—[ 90°+ P sin[ 90o—B | P+Y
2 2 2
— .D+v-A
samt bﬂ:E bzw. E=u folgt. Damit ist Czw und damit
v a y a b+y
c-C—-a-A
D=—=(—a:0:c).
c—a

Analog schneidet die AuRenwinkelhalbierende von y die Seite AB in
E=(—a:b:0), und die Innenwinkelhalbierende zu o schneidet die Seite BC

in F=(0:b:c), so dass sich insgesamt |Wa =(-a:b: c)| ergibt:

=,
v
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11 Der Hohen-Schnitt H = X4

Es sei ABC nicht rechtwinklig.
Die Kopunktalitat ist nach CevaA offen-
sichtlich, und es ist

H=(a-cosB-cosy:b-cosy-cosa:...)

:(sinoc_ sinfB sinyj

coso. cosP cosy

A b-cosa acosp B

=|(tana: tanp: tany)z(— P —JzH.

Fur rechtwinklige Dreiecke ABC gilt: Es sei etwa 0.=90° . Dann ist cota.=0,
also H:P:(cotB-coty :coty-cota: cota-cotB)zA . Dieser uninteressante

Fall sei fir den Rest dieser Datei ausgeschlossen.

Man kdnnte einwenden, dass die bisherige Diskussion sich auf den Fall be-
schrankt hat, dass der Schnittpunkt der kopunktalen Geraden im Inneren des
Dreiecks liegt und dass H keineswegs immer im Inneren des Dreiecks liegen
muss. Man Uiberzeugt sich leicht davon, dass die Argumentation zu denselben
Ergebnissen fiihrt fiir den Fall, dass der Schnittpunkt auBerhalb liegt.
Man sieht librigens noch mehr: Wenn H der Hohenschnittpunkt von ABC ist,
dann ist C der Hohenschnittpunkt von ABH:
C

C
H H|
B B
A B A B
H
otp
90°-B 90°-0.
A B

Der Héhenschnittpunkt von ABH berechnet sich in der Tat zu
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tano-A+tanf3-B+tany-C

L =(0:0:1).
cotp+cota—tany

cotf-A+cota-B—tany-

12 Zueinander senkrechte Geraden

12.1 Bestimmung der Senkrechten
Die zu g =[G, : G, : G3] senkrechten Geraden haben alle denselben Fernpunkt.

Hat man den gefunden, kann man alle zu g senkrechten Geraden bestimmen.
Die Gerade g schneidet die Drei- s

ecksseiten ACund BCin

D=(-G3:0:Gy) undin

E=(0:-G3:G,).

Es sei K der H6henschnittpunkt D

von DEC. Dann steht CK auf g p -

6 A 3]
senkrecht®.
EK muss parallel sein zur Hohe hy =[-2,:0:%] durch B im Dreieck ABC,

also ist

a b c a b c
EK=| 0 —G3 G,|=| 0 -G3 G,
-Z. I +X, X, -3, 2.p2 _¥

a

= 2-b2-G2—G3-Za:GZ-ZC:G3-ZC}.
DK muss parallel sein zu hy =[0: —%,, : £.], also ist

a b ¢ a b ¢
DK = —63 0 Gl = —G3 O Gl
—2p—Xc Lo Zp| |-2.2° DIED I

= Gl-ZC:2-a2-G1—G3-Eb:G3-ZC}.

Der Schnittpunkt ist daher

6 Diese Methode geht auf Floor van LAMOEN (*1966) zuriick.
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K=(-2-2"-6; +G; T +G3 Ty 1 =2:b% -Gy + 63X, +G; T 1 ¥

=:(h1 :hy :h3).
Deshalb ist
CK=[-h, : h; : 0]
und
oo(CK)=(hy :hy : —h; —hj)

(—2-a2-Gl+Gz~ZC+G3-Zb :~2.b%.G,+G3-3, +G; -3, *)

0 -1 1 2, 0 0
Mit’ den Matrizen |M:=| 1 o -1 und|S:=| O X, O || ist
-1 1 0 0 0 =,
0o -1 1

OO(g):(Gz_Gg:G3—GIIG1—G2):[GI:G2;Ga]. 1 0 -1

-1 1 O

(—Z-az-Gl+GZ-ZC+G3~Eb 1 —2-b2.G, +G3 -3, +G, - I, :*)

und

a0 (CK)

(—(Zp+2c)-Gy+Gy - Ec+G3 %y : —(2 +2,)-Gy +G3 -2, +Gy - Z 1 *)
(25-(G3-G1)+2. (6, -Gy ) : Z+(G1 —Gy ) +2,:(G3—Gy ) : *)

- g.M.S-M:oo(gJ‘)zoo(g)-S-M.

12.2 Kriterium der Orthogonalitat
Aus dem Obigen folgt:

Die Geraden g mit oo(g)=(g; : 8, : 83) Und hmit oco(h)=(hy : h, : h3) stehen

genau dann aufeinander senkrecht, wenn

T, -8y +Zb-g2-h2+zc.g3.h3:0| gilt.

7 Eine Verwechslung der Matrizen M und S mit den Punkten M und S ist nicht zu be-
flrchten.
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Wegen X, =4-A-cota schreibt sich das Orthogonalitatskriterium auch als

|g1‘h1-cota+g2-hz-cotB+g3-h3‘coty=0|.

12.3 Beispiele
Es ist c=[0:0:1] mit 00(c)=(—1:1:0) und

A B C
oo(cL): —b-c.cosa c-a-cosp O :(a-cosB :b-cosa: —c).
1 1 1
Die Hohe durch Cist dann gegeben durch
a b c
0 0 1|=[-b-cosa:a-cosP:0]=[—-tanB:tana:0].

a-cosp b-cosa —c

H=(tano :tanpB: tany) liegt auf dieser Senkrechten.

12.4 Anwendung auf Mittelsenkrechten

Die Mittelsenkrechte zu ¢ verlauft durch (1:1:0) und ist gegeben durch
a b c
1 1 0|=[—c:c:b-cosa—a-cosP]
a-cosp b-cosa —c
=[-siny:siny:sin(B—o)]
=[—c2:c2:b2—a2].
Der weiter unten behandelte Umkreismittelpunkt

|V|=(a'COSOL :b-cosP: C-COSY) liegt auf dieser Senkrechten.
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13 Harmonische Konjugation, Polare und Pol

13.1 Harmonische Konjugation

In der Graphik teilt der Punkt S
Q=(q, :q,:q,) die Strecke AQ; mit
Q1=(0:q,:q,) im Verhaltnis 2
AQ _d,+Gs e
QQ, q,
qrt s
A B
. " . .. AR q,+q; |
Mit dem duReren Teilungspunkt R gilt — =223 :
RR; a,
R
CPRCERCH
A B
q,-A+(a,+d;—q, )R
Dannist R, = - (2 E 1) und deswegen
q, +0q,
—q,-A+(q,+09; )R, —qg,-A+q,-B+q,-C
R=_ 1 (2 3) 1_"% 2 3 Z(—qliqu%):R.
q2+q3_q1 q2+q3_q1

Die Punkte(—q, : q, : q,) undanalog (q, : —q, : g,) sowie (q, : q, : —q;,)
sind zu (q, : q, : ,) harmonisch konjugiert, d.h. sie liegen zu den Dreiecks-
Eckpunkten harmonisch.

Harmonisch konjugierte Punkte treten immer als Quadrupel auf.
Die folgende Graphik zeigt die drei zu Q konjugierten Punkte in roter Farbe.
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Die In- und Ankreismittelpunkte bilden ein harmonisches Punktequadrupel.

13.2 Harmonische Polare und Pol
Cl!l

\\\\‘Cn
9

A ¢ B A
Gegeben sei links der griine Punkt P:(p 1q: r) mit den Spurpunkten

A'=(0:q:r), B'=(p:0:r), C'=(p:q:0).

Dann sind A'B'={l:1:_—1}, B'C'={_—1:1:l}, C'A'=[l:_—1:1} und
pqr

A"=BCNB'C'=(0:—q:r), B"=(—p:0:r), C"=(-p:q:0).

1
A", B, C” liegen auf der griinen Geraden {—:—:—}.

Sind rechts umgekehrt die Punkte
A"=(0:-q:r), B"=(-p:0:r), C"=(—p:q:0) gegeben, so sind
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AA"={O:1:1}, BB"={1:O:E}, CC”={1:1:0} und
qr p r P q

A"=BB"NCC"=(-p:q:r), B"=(p:—q:r), C"=(p:q:—r).
mni 1 _1 (o z H
AA :[0:—:—} , BB““ und CC“ haben den Punkt P gemeinsam.
qr

Die griine Gerade heiRt harmonische Polare (auch: Tripolare) zu P.
(Diese trat schon beim Satz von DESARGUES auf.)
Die Punkte A, B, C haben keine Polare.

Zu einer (blauen) Geraden g :[U:V:W] gehort der harmonische Pol (auch:

Tripol) n(g):[é : % : %j , dessen Konstruktion in der Graphik angedeutet

wird:

Zu B’ wird der harmonisch konjugierte Punkt B* konstruiert, analog A* und
c“.

13.3 Deutung der harmonisch konjugierten Punkte

Es sei P=(U A W) ein Punkt mit U-v-W#0 mit den auf ABC bezogenen
Spurpunkten A'=(0:v:w), B'=(u:0:w), C'=(u:v:0).

Fiir die harmonisch konjugierten Punkte

A'=(-u:v:w), B"=(u:—-v:w), C"=(u:v:-w) gilt, dass A, B, C die

Spurpunkte von P bzgl. A’‘B’‘C" sind, da sich AP und B*“/C" sich in A schnei-
den.
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o
A’B’C’ heillt mitunter (auf ABC bezogenes) CEVA-Dreieck zu P, und A“B*“C* (auf
ABC bezogenes) Anti-CEVA-Dreieck zu P.

13.4 CevAa-Konjugierte

Der Sachverhalt des letzten Abschnitts ladt zu einer Verallgemeinerung ein.
Dabei wird eine voriibergehende Bezeichnungs-Anderung vorgenommen.

Es sei P =(U IV W) mit dem CevA-Dreieck

P=(0:v:w), P,=(u:0:w), P,=(u:v:0) h

und Q=(p:q:r) mitdem
Anti-CeEvA-Dreieck
Q*=(-p:q:r)
QP :(p T—q: r)
Q°=(p:q:-r)

P und Q sollen auf keiner Dreiecks-Seite liegen.
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Dann sind P,Q° =[v-r—w-q:—w-p:v-p], Pbe, P.Q° kopunktal in

sz(p.(_LLLj;q.(E_LL);r.(E+9_LD'
u v Ww u v w u v w

Man nennt Qp den P-CEVA-konjugierten Punkt zu Q. Man kann P=(U AV W)

und Q =(p :Q: r) nicht miteinander vertauschen, da Qp # Py ist.
Esist Qq =Q . Die CEvA-Konjugation wird weiter unten noch eine Rolle spie-

len.

14 Die Inkreis-Beriihrpunkte und der GERGONNE-Punkt G

Die Ecktransversalen durch die ge-
geniberliegenden Inkreisberihr-
punkte sind kopunktal im nach Jo-
seph Diez GERGONNE (1771-1859) be-
nannten Punkt.

Man entnimmt der Graphik, dass

¢, =b,; a, =c,; b, =a, gilt.

A ¢ ) B
Die Kopunktalitdt ist offensichtlich. Wegen a, +b, =a; b, +¢, =b; ¢, +a, =c ist

(e (e G .
=—t; b, =—%;c, =—2| Mit 6,=—a+b+c usw.
2 2 2

Die Inkreis-Berthrpunkte sind

1



https://de.wikipedia.org/wiki/1859
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W'=(0:0,:0,), W =(c,:0:0,), W=(o,:0,:0)|.

a

Fiir den GERGONNE-Punkt G gilt daher

mit den Ankreis-Radien ra usw.
Wegen
c+x=b+y

X+y=a

) a+b
ist C+X=

und daher

G= tang : tanE : tanZ
2 2 2

Die Gerade durch W? und WP" ist [cai0p:—0c]; sie schneidet AB in
c* =(oy: —0, : 0). Die analogen Punkte A" =(0: 5, : ~cy) und

¥ =(—0C: 0: Ga) die (zu den Beriihrpunkten harmonisch Konjugierten) sind

kollinear auf der GERGONNE-Geraden (o, : o, : 5 ), der harmonischen Polaren

1 1 1
des GERGONNE-Punktes Gz[— T— —) .

cTa cSb cYc
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14.1 Zusammenhang zum Satz von BRIANCHON

Die Existenz des GERGONNE-Punktes ist ein Spezialfall des Satzes von Charles
Julien BRIANCHON (1783 - 1864), der seinerseits zu einem Satz von Blaise
PASCAL (1623 - 1662) Uiber ein Sehnensechseck dual ist:

Ersetzt man , Punkt auf Kegelschnitt” durch , Tangente an Kegelschnitt®, , Ver-
bindungsgerade” durch , Schnittpunkt” und , kollinear” durch , kopunktal, so
wird aus dem Satz von PAscAL (iber ein Sehnensechseck (die Schnittpunkte ge-
geniberliegender Sehnen sind kollinear) der Satz von BRIANCHON (rechts), der
spater bei den Berihrquadriken wieder aufgenommen werden wird:

Sechs Tangenten an den Kreis seien gegeben. Jeweils zwei benachbarte Tan-
genten schneiden einander in den roten Punkten. Die Verbindungsgeraden
gegenlberliegender roter Punkte sind dann kopunktal.

Riicken jeweils zwei benachbarte Punkte aufeinander zu, so hat man im Limes
ein Dreieck mit Inkreis:
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14.2 Exkurs: Die Soppy-Kreise und die Sobpy-Gerade
Die Inkreis-Bertihrpunkte geben An-

lass zu drei sich berlhrenden Krei-

sen (rot), und diese wiederum zu ei-

nem Innenkreis und einem Aullen-

kreis (blau).

Beide werden nach dem Chemie-No-

belpreistrager Frederick SODDY ‘
(1877-1956) benannt. %

Der Innenkreis® hat den Mittelpunkt
o-W+(r,+1, +1.)-G

Z,w =X176=(a+r, :b+r, s c+r )= ( )
o+(r, +r, +r.

A

und den Radius r,=——
c+(r,+n,+r.)

; der AuRenkreis hat den Mittelpunkt

AW — )
Zau5:X175=(a_ra:b_rb:C_rc)ZG (ra+rb+rc) G

cs—(ra +1, +rc)
A

und den Radius r. - - .
o—(ry+1, +1c)

aus —

8 N. Dergiades (2007) in Forum Geometricorum 7, 191-197
auch M. Hajja / P. Yff (2007) in Jornal of Geometry 87, 76-82
auch A. Oldknow (1996) in American Mathematical Monthly 103 (4), 319-329.
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14.3 Die Hyperbeln der Sopby-Kreiszentren

0, —atb+c

Mit s;:=——=—"—"—"usw. ist
2 2
AZinn =53 +linn -
Wegen
Alinn —=BZipny =55 —=5p
=b-a
=AC-BC

liegen Z;,, und C auf einer Hy-

perbel mit den Brennpunkten A
und B.

_ 6, -—atb+c
Mit s3:=—= usw
2 2
ist
ALyys =ZausY =AY =rhus =S, -
Daher ist
(e —Gb
BZ,us —AZ,us :aT
=b-a
=AC-BC

Folglich liegen auch Z,,; und C

auf der Hyperbel mit den
Brennpunkten A und B.

Damit sind Z;,, und Z,,; Schnitt-

punkte dreier Hyperbeln:
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Die beiden Mittelpunkte
Zinn» Zaus liegen auf der
durch W, G und den
(weiter unten behandel-
ten) LONGCHAMPS-Punkt L
verlaufenden Gerade,
die daher nach Soppby
benannt wird.

Der Punkt N ist Thema
des nachsten Abschnitts.

A
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14.4 Die ErpSTEIN-Punkte E1=X481 und E;=X482
Sind A’, BY, C’ die Berlhrpunkte
des Inkreises mit den Dreiecks-
seiten und Ya, Ys, Ycdie Berihr-
punkte des AulRenkreises mit
den Kreisen um A durch B und
C’, um B durch C* und A“ und
um C durch A’ und B’, so tref-
fen sich die Geraden A’Y,, B'Ys,
C’Yc im Punkt®
E; =X481

=(a—=2-1,:b—2-1, :c-2-1)
Er wurde von A. OLDKNOW ge-
funden'® und wird nach D.
EPPSTEIN benannt!! wird.

Analoges gilt fur
den Innenkreis und
fuhrt auf
E, =X482

=(a+2~ra HI )

° E. Danneels (2005) in Forum Geometricorum 5, 173-180.
10 A. Oldknow (1996) in American Mathematical Monthly 103 (4), 319-329.
11D, Eppstein (2001) in American Mathematical Monthly 108 (1), 63-66.
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Beide EPPSTEIN-
Punkte liegen
auf der Sobpy-
Geraden.

Die Sopbpy-Gerade steht auf der harmonischen Polaren zum GERGONNE-Punkt
(der sog. GERGONNE-Gerade) senkrecht, wovon man sich mit Hilfe eines CAS
Uberzeugt.

14.5 Die Begleiter des GERGONNE-Punktes G
Erinnerung: Der Inkreis von ABC mit seinem Mittelpunkt W und den Beriihr-

1 1 1
punkten W?, We und W€ gibt Anlass zum GERGONNE-Punkt G=(— — —]
6, G, O

a c

als Schnittpunkt von AW?, BW? und CW¢.
Betrachten wir die Berthrpunkte (W,)?, (W,)*, (W,)° des Ankreises um W..

Wegen (W,)’=(0: 0, :0c,.) ist AW,)=[0:-0c_:0,]

Wegen (W,)° =(-o, :0:c) ist B(W,)’ =[c:0:0,].

Wegen (W,)* =(—oc, : 5:0) ist C((W,)" =[c: o, :0].

Die Kopunktalitat ereignet sich im Begleiter G, des GERGONNE-Punktes

Die folgende Graphik zeigt den Ubergang von G (links) zu G, (rechts): Die Be-
rihrpunkte des Inkreises wurden durch die Berlihrpunkte des Ankreises er-
setzt.
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C
A B A R
Analog sind &
1 1 1 1 1 1
G=|—:—:— |, G =|—:—:——
o, o o, c, O, G) g,
die beiden anderen Begleiter. G

AG, =[0 :—0,: Gb]
Die Geraden <BG, =[-c,:0:c,] { sind

CG, Z[—Gb 10, O] A \ B
kopunktal im NAGEL-Punkt G,

N=(o,:0,:0,)-

Eine Rechnung zeigt, dass die Gera-
den

sowie WpGp und WG, kopunktal im
(weiter unten behandelten)
LONGCHAMPS-Punkt

W

c

(Z-az-Za—Zb-Zc : *:*)z(a'cosa_a'COSB'COS’Y:*:*):L

sind.
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15 Die Ankreis-Beriihrpunkte und der NaGeL.-Punkt N = X8

Die Ecktransversalen durch die gegenlberliegenden Ankreisberihrpunkte
sind kopunktal im nach Christian Heinrich von NAGEL (1803-1882) benannten

Punkt.

Man entnimmt der Graphik,
b+a,=c+a,

dass ya+c,=b+c, ¢ gilt.
c+b,=a+b,

Man kann a auf zwei Arten

ausdricken, woraus

c+b,—b, =b+c, —c, und da-

mit ¢, =b, folgt.

Man kann b auf zwei Arten

ausdrucken, woraus

c+a, —a, =a+c, —¢, und da-

mit a, =c, folgt.

Man kann c auf zwei Arten aus-
dricken, woraus

b+a,—a, =a+b, —b, und da-
mit b, =a, folgt.

Die Kopunktalitat ist wegen
Ceva offensichtlich, und wegen
a, +c,=a; b, +a, =b; c, +b, =c

. (e (o) (e
|St a =—=C- b =—2. Clz—b .
2

1 4 1 2 ’
Fiir den NAGEL-Punkt N gilt da-
her

|N:(csa 1o, ZGC)
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15.1 In- und Ankreise
Esist Wy =(0 10 Gb) der Beriihrpunkt des Inkreises mit BC und

Wy, =(O :0p: Gc) der Berlhrpunkt des A-Ankreises mit BC.

C
Va
W,
Wl
b
A B

2
Dann verlduft AW, =[01—Gc IGb] durch A, :(4.a_ Lo GCJ, den zu W4
Ga

antipodalen Punkt auf dem Inkreis.
2

Analog verlduft AW, =[0!—Gb 2Gc] durch B, :£_4.a_ Lo, ij' den zu Wy
(e)

antipodalen Punkt auf dem A-Ankreis.
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15.2 Erstes Auftreten des Punktes = = X57

Die Gerade durch die Mittelpunkte Vb
der Ankreise zu den nachstgelegenen
Berlhrpunkten des Inkreises sind

kopunktal. Wa
Dazu bendétigt man die Beriihrpunkte;

sie sind gegeben durch A

A'=(0 10, Gb) usw., so dass die

Geraden folgende Gestalt haben:
WA'=[b-c,—c-0, :a-0, : —a-C,]
WbB':[—b-csa :c-0,—a-0,: b-csc]

W,C'=[c-0,:—c-0,:a-0,—b-c,]

W_,A' und W,B' schneiden einander in

E=(a:(-a-0,+b-c, +c-0,):b-(a-0,~b-c, +c-c,.): c-(a-0, +b-c, —c-0,))

=(1-cosa:1-cosP: 1—cosy)=(ci’)'GC e jz (i: : i]zE =X57
c G, 6, ©

wegen

2 2,2
a Ga'Gb'Gc_Gb'Gc_a —(b +c —2-b-c)

o, ab-c b-c b-c

b2+c2—2-b-c-cosoc—<b2+c2 —2-b-c)
b-c
_2:b-c-2-b-c-cosa
b-c
Aufgrund der Symmetrie geht auch die dritte Gerade durch diesen Punkt.

Man rechnet leicht nach, dass sowohl M, W und = als auch S, G und = kolli-
near sind:

=1-cosa
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15.3 Begleiter von =

Der A-Ankreis um W, hat die Be-
rihrpunkte Wh

W, =(0:Gb :Gc)
W,p :(—Gb :0: G)
W, =(-oc. :6:0)

Die Geraden < . >
WW,, =[c-(b—c):-a-c,:a-oy, | N
Wy W, =[c-c:c-cc:—(a+b)-cb]

W, W,p, =| b-o:—(a+c)-o.:b-o} | W,

sind kopunktal in

—_
=
a

E, =(a-c5b-csC :b'Gb'GZC'GC'G)=(

3:3:1]: (ar:b-ro:cny)
G 6. O

dem Begleiter von Z :(a'ra by icor
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15.4 Die Gerade SWN

Wegen
2-W+N :g‘a'A+b~B+c~C+1‘(—a+b+c)-A+(a—b+c)-B+(a+b—c)-C
3 3 a+b+c 3 a+b+c
_(a+b+c)-A+(a+b+c)-B+(a+b+c)-C
- 3-(a+b+c) B

teilt der Seitenhalbierendenschnittpunkt S die Strecke WN im Verhaltnis 1:2;
insbesondere liegen W, S und N auf der Geraden [b—C!C—aZa—b] .

Fir gleichseitige Dreiecke existiert diese Gerade nicht.
Spater wird auch der Schnittpunkt M der Mittelsenkrechten (die keine Eck-
transversalen sind) betrachtet, der zusammen mit S und H auf der nach Leon-

hard EULER (1707 - 1783) benannten Geraden liegt:
C

A B

SN SH . )
Wegen — =—=2 bildet MWHN ein Trapez.
SW SM

15.5 Die Begleiter des NAGEL-Punktes N

GERGONNE- und NAGEL-Punkt sind zueinander isotom konjugiert. Haben auch
die zu den Begleitern des GERGONNE-Punktes isotom konjugierten Punkte eine
inhaltliche Bedeutung?

Wegen W =(0:0,:6,); (W,) =(c:-0,:0); (Wc)bZ(GZOZ—Gb) sind
C(Wb)c, B(Wc)b und AW? kopunktal in |Na::(—c e Gb)

, dem Begleiter des

NAGEL-Punkts N.
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In der folgenden Graphik sieht man den Ubergang von N (links) zu N, (rechts):
Der Ankreis um W, wird durch den Inkreis ersetzt, und die Rollen der beiden
anderen Ankreise vertauschen sich:

Die Ecktransversalen AN,, BNy, CN.
sind kopunktal im GERGONNE-Punkt
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N, S und W sind kollinear mit

|SN| = 2-|SW| . Analog gilt wegen
Nn(N,)=W,, dass auch N5, Sund W,
kollinear sind mit |SN3| =2'|5Wa| .

N

a

15.6 G und N sind zueinander isotom konjugiert

1 1 1
Noch etwas fallt auf: Die baryzentrischen Koordinaten von G =(— — —j
G, O, O,

a

undvon N=(o, : , : 5.) sind zueinander reziprok, ebenso die von Ga und Na

usw. Man nennt zwei Punkte (u:v:w) und (1 : 1 : ij zueinander isotom

b

u v w

konjugiert. Es ist S zu sich selber iotom konjugiert; dies gilt auch fiir die zu S
harmonisch konjugierten Punkte.

16 Zur isotomen Konjugation

P:(u s W) ist isotom konjugiert zu (1 =y lj=(v-w :w-u:u-v). Die Eck-
u v w

punkte A, B, C haben keine isotomen Konjugate.

Die isotome Konjugation bildet i. a. nicht Geraden auf Geraden ab, wohl aber

Ecktransversalen auf (i.a. andere) Ecktransversalen (natirlich ausschlieRlich

der Eckpunkte), wie in einem spateren Abschnitt bewiesen wird.

In den folgenden Bildern wird eine Ecktransversale durch A sowie die EULER-

Gerade durch H und M punktweise abgebildet (rote Punkte werden auf rote

Punkte, blaue auf blaue abgebildet).
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Spater wird man sehen, dass die (auch durch B verlaufende) Kurve eine Hy-
perbel ist.

16.1 Deutung der isotomen Konjugation

Essei P =(UZVZW) ein Punkt mit seinen Spurpunkten

P, =(0:v:w), P, :(UZO:W), P, =(U2V20); im folgenden Bild sind Streckenver-

hdltnisse eingetragen.

A v P, u B
Spiegelt man P31, P, und P; an den jeweiligen Seitenmittelpunkten, erhalt man

Q,=(0:w: v):(o : 1 : i} usw., die Ecktransversalen AQs, BQ,, CQs sind
VERYY

also kopunktal im zu P isotom konjugierten Punkt (1:[l : 1 : ij
u v w

Die Streckenabschnitte auf jeder Dreiecksseite vertauschen sich:
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C

16.2 Die Bilder der isotomen Konjugation

Der Punkt p=(p, :p, : p,) durchlaufe die Gerade g=[gG, : G, : G, ]; es gilt

also p, -G, +p, -G, +p, -G, =0 . Der zu P isotom konjugierte Punkt

1 1 1
Q=(u:v: w)=[— P —j erfiillt dann die Gleichung
Py Py Py
G G G

+ +—3 =|v-w-Gl+w-u-Gz+u-v-G3=0.
P,Ps P3Py PP,

Fall 1: Die Gerade verlaufe durch einen Eckpunkt, etwa durch A.

Der Punkt A=(1:0:0) kann fir

C

kleine Werte von € angendhert wer-
den durch A:(l 1EV: S-W) , dessen

Bild bei isotomer Konjugation durch

( 1 1) ( 1 1j
1:—:— |=|e:—:— | gege-
gV &-W vV W

ben ist. In diesem Sinne ist jeder A B
Punkt auf der Geraden durch B und C isotomes Konjugat von A.
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Insbesondere sieht man, dass die isotome Konjugation keine Bijektion dar-
stellt.

Verlauft die Gerade durch A, so hat sie die Gestalt [OIG2 !G3] , und die isoto-
men Bilder (u : v:w) der Punkte auf ihr erfillen die Gleichung

w-u-G, +u-v-G, =0. Die letzte Gleichung stellt ein Geradenpaar dar, und
zwar einerseits die durch B und C verlaufende Gerade mit U=0, die eben

1 1
schon erwahnt wurde, und die Gerade [0 — —}, denn wenn
2 3

p, G, =—p, -G, gilt, gilt auch v Z_Gﬂ' Die zweite Gerade verlduft wieder
2 3

durch A.
Auf der Geraden [OZG2 IG3] liegt auch der Fernpunkt (Gz -G, ZG32—GZ), des-

sen Bild bei isotomer Konjugation durch

1 1 1
(Gz -G, :G_a : _G_ZJZ(GZ Gy 16, '(Gz —G3) 1 G, '(63 -G, )) im Endlichen

2 3

1 1
liegt, und zwar auch auf {O T —} Damit gilt:

Durch die isotome Konjugation wird die A-Ecktransversale [Oijtk] auf die A-

11
Ecktransversale [Ol—jd abgebildet.
J

Fall 2: Die Gerade verlaufe durch keinen Eckpunkt. Dann sind die G, ...,G,

alle von Null verschieden. Die Gleichung |v-w-G, +w-u-G, +u-v-G, =0| bzw.

i+i+gzo
u \' wW

ist quadratisch und stellt somit einen Kegelschnitt dar. Der

Kegelschnitt verlauft durch alle drei Eckpunkte.
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16.3 Das isotome Bild der Ferngeraden
Ein beliebiger Punkt der Ferngeraden

hat die Form (1 (A —(1+k)) und hat

(1:1:_—1):(k2+kzk+1:—k) als
A1+

isotomes Konjugat. Dieses liegt flr

kein reelles A auf der Ferngeraden. Es /\—/3
handelt sich also um eine Ellipse.

16.4 Bilder von zu Dreiecksseiten parallelen Geraden

Betrachten wir das Bild einer Geraden, die zu einer Dreiecksseite parallel ist.
So ist die Gerade [52111] Zu BC=[1:O:0] parallel.

Fur s=0 bekommt man die Parallele zu BC durch A; ihr isotomes Bild wird
durch W-u+u-v=0 beschrieben, also durch U=0 (siehe oben) und durch

v+w=0 (also durch [02111] ). Daher ist jede Parallele einer Dreiecksseite

durch den gegenliber liegenden Eckpunkt eine Fixgerade, wenn man vom Eck-
punkt selber absieht.

Nun sei $# 0. Der entstehende Kegelschnitt hat die Gleichung
V-W+W-U-s+u-v=0 und hat mit der Ferngeraden die beiden Schnittpunkte

(Zz—si«/s-(s—4):—2+5$1/s-(s—4)).

Fiir s =4 fallen beide Schnittpunkte
zusammen, und der Kegelschnitt ist &
eine Parabel.

‘K B
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Fir s >4 hatman
zwei reelle
Schnittpunkte; der
Kegelschnitt ist eine
Hyperbel.

Fir 0<s<4 hat man keine
reellen Schnittpunkte und
daher eine Ellipse.

17 Mittelsenkrechten und die Umkreismitte M = X3

Mittelsenkrechten lassen sich als
Hohen des Mittendreiecks S;S,S3
auffassen.
Danniist ...

yo fana-S; +tanf-s, + tany S, :tanoc-(B+C)+tanB-(A+C)+tany-(A+B)
tano+tanp+tany 2-(tana+tanB+tany)

=|(tanB+tany : tany+tana : tana+tanf)=M

=|(a-coso: b-cosB: c-cosy)=M

|(sin(2 -a) :sin(2-B):sin(2-y)) = M| .
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17.1 Die EULER-Gerade

2:M+H . : : : .
Wegen T =S teilt der Seitenhalbierendenschnittpunkt S die Strecke

HM im Verhaltnis 1:2; insbesondere liegen H, S und M auf der schon erwahn-
ten EULER-Geraden [tanB—tany : tany—tana. : tana.—tanf)].

Fir gleichseitige Dreiecke existiert diese Gerade nicht.

17.2 Hund M sind zueinander isogonal konjugiert
Noch etwas fallt auf: Es ist

2 2 2
I\/I=(a-cosa:b-cosB:c-cosy)=£ 8 b ¢ J

tano tanf tany
2 2 2

C
Man nennt zwei Punkte (u:v:w) und (— T— —j zueinander isogonal
u v w

konjugiert. H und M sind zueinander isogonal konjugiert.

17.3 Die Winkelfassung des Satzes von CEvA

Um die isogonale Konjugation geometrisch deuten zu kénnen, ist ein erneuter
Blick auf den Satz von CevA hilfreich:

Aufgrund des Sinussatzes in ABP; und
in AP;Cist 21307 5N%
a, sinf sino,

; zusam-

men mit analogen Beziehungen
b, sina sinp,

L= - und

b, siny sinf;

c, sinfB sin :
_12._3_._3’2 sieht man,
c, sina siny,

dass das Kopunktalitatskriterium a, -b, -c, =a, b, -c, dquivalentist zu
sina, -sinf, -siny, =sina, -sinf, -siny, .
Fiir den Schnittpunkt gilt
(a,°b, :a,-b, :a,-b,)=(asinay, -sinp, :b-sina, -sin, : c-sinar, -sinp, ).
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18 Zur isogonalen Konjugation

18.1 Deutung der isogonalen Konjugation

Erinnerung: P=(U LV W) ist isogonal konjugiert zu

a b
Q=|—:—:— =(a2 vew b weus ¢ -u-v) . Zur Deutung ist die Winkel-
u v ow

fassung des Satzes von CEVA hilfreich:

Spiegelt man die in P=(a-sinoc2 sinf, it )
kopunktalen Ecktransversalen AP, BP und CP an
den Innen-Winkelhalbierenden durch A, B und
C, so sind die gespiegelten Ecktransversalen
kopunktal im zu P isogonal konjugierten Punkt

Q= (a-sina, -sinf, : )[_ J

sina., -sinf3,

Liegt P auRerhalb des Dreiecks, so muss man an den AuRen-Winkelhalbieren-
den spiegeln, und die Argumentation etwas wird umfangreicher.
Ist P zu Q isogonal konjugiert, vertauschen sich die Winkel bei A, B und C:

C C
Q
j jpz : j j i:
A B A R
C C
P

Q

A B A B
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18.2 Elementargeom.: H und M sind zueinander isogonal konj.

Dass Hohe CH und CM spiegel-
bildlich zur Winkelhalbierenden
durch C liegen, sieht man fir
spitzwinklige Dreiecke auch ele-
mentargeometrisch leicht ein:
Aufgrund des Peripheriewinkel-
satzes tritt der Winkel § auch
bei M auf. Die Dreiecke DMC
und CHcB sind daher zueinander
dhnlich, woraus o=71 folgt.

CM und CH liegen daher spiegelbildlich zur Winkelhalbierenden durch C.

A

Spiegelt man die schwarze Hohe
punktweise an der blauen Win-
kelhalbierenden, erhilt man die
rote Strecke, also naturlich nicht
die Mittelsenkrechte.

Spiegelt man die schwarze Mit-
telsenkrechte punktweise an
der blauen Winkelhalbierenden,
erhalt man die rote Strecke, also
natdrlich nicht die Hohe. H liegt
i.a. nicht auf der roten Strecke.
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18.3 Zusammenhang zum Umfangswinkelsatz

Ist im Bild oben P im Dreiecksinneren ¢

und Q zu P isogonal konjugiert, sind

gleichfarbige Winkel und gleichfarbige

Kreisbdgen von gleicher GroRe, denn:

Wenn die beiden roten Umfangswinkel

gleiche Grof3e haben, dann auch die

beiden cyanfarbenen Mittelpunktswin-

kel (cyan = 2-mal rot). A B

18.4 Verallgemeinerung von Neun-Punkte-Kreis und Inkreis

Der Mittelpunkt des 9-Punkte-Kreises ist der Mittelpunkt der beiden zueinan-
der isogonal konjugierten Punkte H und M. Der Mittelpunkt des Inkreises ist
der Mittelpunkt der beiden zueinander konjugierten Punkte W und W. Lasst
ich das verallgemeinern? Die Antwort ist positiv:
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P und Q seien isogonal
konjugiert zueinander im
Dreiecksinneren.

Es werden die LotfuRB-
punkte gebildet.

Dann ist
AP, = AP-cos(0.—o)
usw., also
i\\ AP.-AQ. =AR, -AQ,
A P, Q. B USW.;

nach der Umkehrung des Sehnensatzes liegen die LotfuRpunkte alle auf ei-
nem gemeinsamen Kreis. Dessen Mittelpunkt ist der Schnittpunkt der Mittel-
senkrechten zu P.Q. und zu P,Qy, ist also der Mittelpunkt von PQ.

Ist P=W =Q, so hat man den Inkreis. Ist P=M und Q=H, so hat man den 9-
Punkte-Kreis.

18.5 Das isogonale Bild der Ferngeraden

Ein beliebiger Punkt der Ferngeraden hat die Form (1 tA —(1+l)) und hat

2 2

das Konjugat | a* : — : —
A 1+A

j. Das isogonale Konjugat erfiillt die Gleichung

a’-v-w+b*-w-u+c’-u-v=0. Wir werden spater sehen, dass dies die Glei-
chung des Umkreises von ABC ist.
Die Ferngerade wird also auf den Umkreis abgebildet.

18.6 Bilder der isogonalen Konjugation

Punkte auf einer Dreiecksseite, die von den Dreiecks-Eckpunkten verschieden
aind, werden bei der isogonalen Konjugation auf den gegeniiber liegenden
Eckpunkt abgebildet.

Die Eckpunkte haben bei der isogonalen Konjugation kein Bild. Die isogonale
Konjugation ist also weder injektiv noch surjektiv.

In den folgenden Bildern wird die Ecktransversale durch A und die EULER-
Gerade furch H und M sowie die Gerade durch W und N punktweise abgebil-
det.
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A B

Die Kurven sind Hyperbeln und verlaufen auch durch B.

Wie werden Ecktransversalen abgebildet?

Es liege P=(U SV W) auf der Ecktransversalen g=[0:j:k] . Der zu P isogonal

aa b> ¢
konjugierte Punkt P'=(u' v w')= — :—: — | erfullt die Gleichung
u v w
b? c? w' .
j-—+k-—=0 bzw. + =0, liegt auf der Geraden
v w i-b> k-c

1 1
g :{0 D= b2 : " 2] und zwar unabhédngig von u und v. Die Gerade g verlauft
J. .C

auch durch A, so dass gilt:

Durch die isogonale Konjugation wird die (von b und c verschiedene) A-Eck-

transversale g=[0:j:k] auf die A-Ecktransversale {0: } abgebil-

j-b? k-c?
det.




Jorg Meyer Baryzentrische Dreiecksgeometrie 79

Wie werden andere Geraden abgebildet? Es liege P=(U AV W) auf g =Ji:j:k]

a> b® ¢
. Der zu P isogonal konjugierte Punkt P':(u' v WI):[U : " : Wj erfullt
die Gleichung i-a’ ~v'-w’+j~b2 w'u'+k-c2-u"v'=0. Es handelt sich demnach
um einen Kegelschnitt. Die Art des Kegelschnitts hdangt davon ab, ob g den
Umbkreis schneidet.
Geraden, die durch keinen Eckpunkt gehen, werden auf Kegelschnitte abgebil-
det, die durch alle Eckpunkte gehen.

Dass das isogonale Konjugat g’ einer Geraden g, die keine Ecktransversale ist,
eine quadratische Kurve sein muss, sieht man auch so ein:

Die Gerade g schneidet die Dreiecksseiten in Punkten, deren isogonale Konju-
gate A, B, C sind. Daher ist g* mindestens quadratisch.

Ist g vom Grad d>2, so schneidet jede Gerade h die Kurve g‘in d Punkten
(die nicht alle verschieden und nicht alle reell sein missen und nicht alle im
Endlichen liegen missen). Also schneidet auch jede nichttriviale Transversale
h durch A die Kurve g’ in d Punkten. Da h durch P auf c geht, ist P'=A. Wenn
h und g’ weitere Punkte Q gemeinsam haben, also diese Punkte Q auf h und
auf g’ liegen, miissen deren Konjugate Q" auf der Ecktransversalen h’ und auf
der Geraden g liegen. Nun schneiden sich zwei Geraden nur in einem einzigen
Punkt, also kann es nur einen solchen Punkt Q geben. Daher ist g’ eine qua-
dratische Kurve und somit ein Kegelschnitt.

18.7 Die Inkreis-Mitte und die EuLER-Gerade

Wegen W'=W, H'=M, M'=H gilt: Liegt W auf der Geraden g durch M und
H, so sind M‘, H und W kollinear; die Tragergerade schneidet das isogonale
Konjugat g’ der EULER-Geraden in drei Punkten. Das kann nur sein, wenn g
kein Kegelschnitt ist, sondern eine Ecktransversale, die mit g identisch ist.
Verliuft die EULER-Gerade g =[tanB—tany:tany—tana:tano—tanp] durch A,

soist B =7 ; das Dreieck ist dann gleichschenklig.
Diese Argumentation lasst sich auf die Ankreis-Mitten libertragen.
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18.8 Ein anderer Weg zum isogonal konjugierten Punkt

P wird an den Dreiecksseiten ge- Py ¢
spiegelt (Teilergebnisse: P, und P¢).

Dann sind die blauen und die gri-

nen Winkel jeweils gleich grol3.

Q sei der Umkreismittelpunkt zu P,

Py und P.. P
Wegen AP. =AP=AR, und

QP, =QP, sind die Dreiecke AP.Q
und AQP;, zueinander kongruent.

Daher sind auch die roten Winkel
gleich groR. P

c

e

Wegen 2-mal grin + 2-mal blau = 2-mal rot ist blau = rot - griin, also
AQAC=<BAP . Deshalb und aus analogen Relationen folgt, dass Q zu P isogo-
nal konjugiert ist.

19 Eine allgemeine Konjugation und deren Bilder

Es sei F=(f,:f,:f,) ein Punkt. Dem Punkt P=(p1 'p, Ip3) werde der Punkt

f2 fZ 2
Q=(i : 21 2| zugeordnet. Fixpunkte sind F=(f,:f,:f,) sowie dessen har-
P, P, Ps

monisch Konjugierte.

Wir betrachten Geraden durch F und setzen zur Abkirzung
P, P ._Ps

ni=—%; Li=—%; .
1 fl 2 fz 3 f3

Es sei P=(p, : p, : p,) kein Eckpunkt. Die Gerade durch P und Fist

[p2 A -p;-f, ip;y-f,—p, - f, ip, -, -, 'fl]. Ein beliebiger Punkt auf der Gera-

den hat die Form (f1 +tp, i f,+tp, i fy +t-p3). Sein Konjugat ist

Q—(u E W)— f12 . fzz . f32 _ f1 . fz . fs
o f+tp, f+tp, f+tp, 1+tr, 1+tr, 1+t

und erflllt wegen
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pz'fa_p3'f2 + p3'f1_p1'f3 + pl'fz_pz'f1
(f+tp,)-(+t-p,) (f+tp,)(f+t-p,) (f+t-p,)-(f,+t-p,)
die Gleichung

(p,-f,—p,-f,)- 2 -v-w+(p,-f, —p, - F,) -7 -w-u+(p, -f, —p, -, )- £ -u-v

ffovew ffeweu feuev fovw f-w-u f-uv
=l Pa P, py |=f-f-f 1 r b, |=0.
f f f 1 1 1

1 2 3

Dieser Kegelschnitt verlauft durch die Eckpunkte A, B und C sowie durch F.
Um die Schnittstellen von Kurve und Ausgangsgerade zu ermitteln, setzt man
den allgemeinen Punkt der Geraden durch P und F in die Kurvengleichung ein
und erhélt nach etwas Rechnung die Gleichung

f1~(f2+t-p2)-(f3+t-p3) fz-(f3+t-p3)-(f1+t-p1) fa'(fl'”'pl)'(fz +t-p2)

0= rn r r
1 1 1
ner, her 1
=f.f-f,-t"| r, r, r,
1 1 1

Da t=0 doppelte Nullstelle ist, beriihrt die Kurve die Ausgangsgerade in F und
schneidet sie nirgendwo sonst. Ware der Kegelschnitt eine Ellipse oder eine
Parabel, verliefe sie auf nur einer Seite der Geraden und kdnnte nicht durch
alle drei Eckpunkte gehen. Aus diesem Grund ist der Kegelschnitt eine Hyper-
bel.

Insbesondere gilt:

Ist F=s, hat man die isotome Konjugation, und eine durch keine Dreiecksecke
verlaufende Gerade durch S wird auf eine Hyperbel abgebildet.

Ist F=W, hat man die isogonale Konjugation, und eine durch keine Dreiecks-
ecke verlaufende Gerade durch W wird auf eine Hyperbel abgebildet.

1
Ist F=A, so wird der Punkt (p, : p, : p,) abgebildet auf (— :0: szA .
P

Ist F=(u:v:0), so wird der Punkt (P, :p, :P;) abgebildet auf

(p2 uip, Ve :0); die Konjugation bildet also eine Dreiecksseite auf sich ab.
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19.1 Bilder der Ferngeraden
Ein beliebiger Punkt der Ferngeraden hat die Form (1 TA —(1+k)) und hat

fZ _ 2
f2:2:—2 | als Konjugat. Dieses erfiillt die Gleichung
A1+

f2-v-w+f -w-u+f2-u-v=0, liegt also auf einem Kegelschnitt, der durch alle
drei Eckpunkte geht.

20 Die Abbildung n

Es sei P=(U AV W) ein Punkt. Spiegelt man ihn an den Seitenmitten

S, =(0 1 1), S, =(1 :0: 1), S, =(1 :1: 0) , so bekommt man die Spiegel-
punkte

Py=(-u:w+u:v+u), By =(w+vi-viu+v), By =(v+w:u+w:-w),

denn es ist etwa

u-A+v-B+w-C+(w+v)-A—v-B+(u+v)-C _(u+v+w)-(A+C)
u+v+w u+v+w - u+v+w

Die Geraden AP(1), BP(3) und CP3 sind kopunktal in

P+P

2~

=s, .

|n(P)=(v+w CWHU: u+v)|-

P



Jorg Meyer Baryzentrische Dreiecksgeometrie 83

Die Abbildung n ist
nicht involutorisch,
und es ist

n(s)=s

T](A)=51
ns,)=(2:1:1)
Die Graphik zeigt die

ersten 7 lterierten, von
A ausgehend.

A B
Man rechnet schnell nach, dass fir jeden Punkt P die Punkte P, n7(P), n’(P)

kollinear sind und dass
u-A+v-B+w-C+2 (v+w)-A+(w+u)-B+(u+v)-C

P+2-(P)= =35
u+v+w 2-(u+v+w)
ist:
C
A R
Der allgemeine Punkt auf der Geraden & =[GIHZJ] ist durch

p(t):t.w_,_(l_t).m
H-J G

=(J-0U=H)-(1-1):)-()=G)-t: G-(H-))+t-J-(G—H))
gegeben, sein Bild unter n ist

n(P)=(H-1)-(G-t-)): (G—-))-(H-(1-1)-)) : J-J—H+1-(H-G)).
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Fiir alle Werte von t liegt dieses Bild auf der Geraden
[—G+H+J:G—H+JZG+H—J], und diese Gerade ist zur Ausgangsgeraden
parallel.

Unter der Abbildung n wird also eine Gerade auf eine dazu parallele Gerade

abgebildet, was man auch schon daran sehen kann, dass n eine Streckung mit
Streckzentrum S und Streckfaktor -1/2 ist.

Fir P=(u:v:w)ist [0 (P)=(—u+v+w:u—v+w:utv—w)|.

20.1 Innen- und AuBenmitten: Eine andere Deutung von n

Zu jedem Dreieck ABC gibt es das aus den Seitenmittelpunkten gebildete Drei-
eck 515253.

Mit P=(p, :p, : p,) gilt:
Die Parallelen zu AP=[0:p, : —p,]; BP=[p,:0: ——p, ]; CP=[p, : —p, : 0]
durch die jeweiligen Seitenmittelpunkte
S,=(0:1:1); S,=(1:0:1); S,=(1:1:0) sind
8. =[P, —Ps 1P, +P5 1 =P, —Ps]
8, =[Ps—Py :P5 =P, :Ps+P,]
8. =[P, +P, i =P, =P, 1P, =P, ]
mit Kopunktalitat in
M(P)=(p, +P; : Ps +p, 1P, +P, )| -

Es gibt auch ein Dreieck A“B“C", zu dem ABC das Innenmittendreieck ist. Fir
das AuRenmittendreieck ist

A"=(-1:1:1); B"=(1:-1:1); C"=(1:1:-1).

Die Parallelen zu AP=[0:p, : —p,]; BP=[p,:0: ——p,]; CP=[p, : —p, : O]

durch die jeweiligen AuRenmittelpunkte sind
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fa:[pz_pa ‘P, :_ps]
fb:[_pl ‘P =P,y :pa]
fcz[pl:—pz :p1_p2]

mit Kopunktalitat in [0~ (P):(—pl TP, tP; t =P, TP; Py 1 P3P,y +p2) .
¢

B"

2

21 Der Mittenpunkt T = X9 und seine Begleiter

Christian Heinrich von NAGEL (1803-1882) hat nicht nur den NAGELpunkt ge-
funden, sondern auch den Mittenpunkt (der auch auf Englisch so heifSt). Auch
er kann mit dem Satz von CEVA behandelt werden.

Verbindet man die Ankreiszentren mit den Mittelpunkten der zugehorigen
Seiten, so schneiden sich diese Geraden in einem Punkt T, dem Mittenpunkt.
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Wegen W
W, =(-a:b:c)
W, =(a:—b:c)
W, =(a:b:—c)
ist A=M usw.
2-a

Fasst man W,W,W_. als Grunddreieck

auf, so kann man den Satz von Ceva

anwenden. Beziglich dieses neuen

Grunddreiecks werden die Punkte

mit spitzen Klammern versehen.
Dann ist

c, ©
=(0:—2:—<)=(0:0,:
A < 2-a 2~a> (0:0,:0,)

usw.
sowie Wit g L
. & __bo,
S,=(ac, :b-c, : (a+b)-c,), was R
CG, \\ ,/

auf der Seite WyW, zum Punkt -
T,=(a-c, :b-c, : 0) fihrt. Man ¢
erkennt die Symmetrie der Koordi- T, o g

\ .
naten. A2

bop \\ /2o

Damit ist
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T=<a'cra :b-o, ZC-GC>
a-(-a-A+b-B+c-C)+b-(a-A-b-B+c-C)+c-(a-A+b-B—c-C)

a-c,+b-c,+c-o,

_ac,-A+b-c,-B+c-c -C

a-o,+b-c, +c-o,

=|(a-o, :b-o, :c-0.)=(1+cosa : 1+cosP: 1+cosy)=T|

Nebenbei: T ist S-CEvA-konjugiert zu W.

21.1 Die Gerade TSG

Wegen
a-6,+b-o,+c-6,=06,-0.+06,-6,+6,-6,=2-a-G,+6G, -G,
und wegen
5.2, 'A+b-6b-B+C'GC-C+Gb-GC-A+GC-Ga'B+Ga'Gb'C
2-T+G a-c,+b-c,+c-c, G,'0.+6.:0,+0G, G,
3 3

=(2‘a-6a+cb -Gc)-A+... =(1 1 1)
3-(a-0,+b-o, +c-0,)

sind T, S und G kollinear, und S teilt TG im Verhaltnis 1:2.

Fiir gleichseitige Dreiecke existiert die Gerade TSG nicht.

Damit hat man eine dritte Gerade durch S, auf der zwei weitere Punkte liegen.
Auf der EUuLERgeraden liegen S, H und M, auf einer anderen Geraden liegen S,
W und N, auf einer dritten Geraden liegen S, G und T. Die drei Geraden stim-

. . . . . : SN SH SG
men nur flr gleichseitige Dreiecke Gberein. Wegen — =—=—=2 hat
SW SM ST

man drei Trapeze:
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Wb
21.2 Begleiter des Mitten- c
punkts

Man bekommt einen Begleiter des
Mittenpunktes, wenn man nicht
W,S1, WpS, und W.Ss sich schneiden
|asst, sondern W, durch W ersetzt
und W, mit W, vertauscht.

Der gemeinsame Schnittpunkt ist
T,=(a-c:b-oc_: c-cb)|- Die Ge-

£

samtkonstellation gestaltet sich wie
in der nebenstehenden Graphik.

21.3 Zweites Auftreten von = = X57 und von =,

A B

Es sind AT,, BT, und CT. kopunktal im Punkt E=X57=[— — —J , dem

isogonalen Konjugat des Mittenpunkts T.
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Die Geraden AT, BT und CTy, sind kopunktal in Ea :(a'r : b'l’c : C‘rb), dem iso-

gonalen Konjugat von T,, des Begleiters des Mittenpunkts:
C

A B

21.4 Exkurs: Die Begleiter der Sobpy-Kreise

Jeder Ankreis gibt Anlass zu drei Kreisen (blau) um A, umB und um C, und
diese wiederum zu einem Innen- und einem AuBenkreis (rot), deren Mittel-
punkte liegen beim Ankreis um W, auf der Geraden durch W, und G..
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0, W, +(1 +1. —1)-G,

Der Mittelpunkt des a-Innen-Kreises ist Z;, 5 = und

Gy +(fp +1. )

—0,- W, +(r, +1. 1) G,

der des a-AuBen-Kreises ist Z =
aus, a ~6,+(1, +1. 1)

21.5 Die Geraden T.SGa
Der GERGONNE-Punkt liegt auf der Geraden TSG mit dem Mittenpunkt
T=(a-0,:b-0,:¢-0,).
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Ein Begleiter des Mittenpunkts ist
T,=(a-c:b-c :c6,). Wegen

2-T +G, ) .
———==5 (diese etwas aufwan-

dige Rechnung Uberlasse man ei-
nem CAS) sind auch S, T, und G,
kollinear, und S teilt T.G, im Ver-
haltnis 1:2.

22 Die beiden Ahnlichkeitszentren zweier Kreise

Verbindet man die zum gleichen Winkel gehorigen Punkte zweier Kreise mit
den Mittelpunkten Z; und Z; und den Radien r; und r,, so schneiden sich die

:rz'zl_rl'zz

a

Verbindungsgeraden in |Z . Das gilt auch, wenn die Kreise in-

_r‘l

2

einander enthalten sind. Der Punkt Z, heilt duferes Ahnlichkeitszentrum.

Verbindet man jeweils die zu ¢ und zu 180°+ ¢ gehdrigen Kreispunkte mit-

. . . . . r,-Z,+r, -2
einander, so schneiden sich die Geradenin |Z =2— 1 2

, dem inneren
r+r,

Ahnlichkeitszentrum. Auch dieser Sachverhalt besteht, wenn ein Kreis im an-
deren enthalten ist.
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22.1 Ahnlichkeitszentren X56 und X55 von Um- und Inkreis

Zwei ausgezeichnete Kreise eines Dreiecks sind Um- und Inkreis.

Der Umkreis hat Mittelpunkt M und Radius R= , der Inkreis hat W als

2-siny
. . 2:A . P
Mittelpunkt und den Radius p=——, so dass das duBere Ahnlichkeitszentrum
c

gegeben ist durch

R-W-p-
, RW-p-M
R-p
g 2A+bB+c-C 2:A (tanB+tany)-A+...
_ c c 2.1
c _2A
2-siny o

Der Faktor bei A ist (bis auf den Nenner o) gegeben durch
R-a—b-c-sina-ﬂ:R-a-—R-a-cosa
2-sinf3-2-siny
G, O _2

.Z-b-c_ 2-a-b-c .

a

C C

_R-3 _G6,°G,°C R a
Das duRere Ahnlichkeitszentrum Z, = X56 von Um- und Inkreis ist somit zum
NAGELpunkt isogonal konjugiert.

Das innere Ahnlichkeitszentrum zu Umkreis und Inkreis ist
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_R-W+p-M
R-p
.a-A+b-B+c-C+2-A‘(tanB+tany)-A+...

c o 27T
c 24

2:siny o©

Z

R

Der Faktor bei A ist (bis auf den Nenner ) gegeben durch

. 2-cosa
R-a+b-c-sina-————————=R-a-+R-a-cosa=R-a-(1+cosa)
2-sinP-2-siny
GG
=R-a- a _ o .R.az.(ya
2:-b-c 2-a-b-c

Das innere Ahnlichkeitszentrum Z; = X55 zu Um- und Inkreis ist somit zum
GERGONNE-Punkt isogonal konjugiert.

Die beiden Ahnlich-
keitszentren Z; und Z, liegen
mit = auf der Geraden durch M
und W.
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22.2 Ahnlichkeitszentren von Um- und Ankreis

Betrachtet man den Umkreis und den Ankreis um W,, so ist das dufere Ahn-
lichkeitszentrum nicht, wie man vermuten kdnnte, einer der Begleiter des NA-
GELpunktes, und auch das innere Ahnlichkeitszentrum ist nicht einer der Be-
gleiter des GERGONNEpunktes.

Z,

22.3 Ahnlichkeitszentren von In- und Ankreis
Betrachtet man den Inkreis und den Ankreis um W,, so ist das duBere Ahnlich-
keitszentrum gegeben durch
2-A a-A+b-B+c-C 2-A —-a-A+b-B+c-C
Za:pa-W—p-Wa: o, ' o o ' c, “A.
pP,—p pP,—pP

Das innere Ahnlichkeitszentrum ist
p,-W+p-W,

p,+pP
Z-A'a-A+b-B+c-C

Z =

_ o, c
P.—P
2-A —a-A+b-B+c-C
LS ' c,
P.—P
=(0:b:c)=W,,
also der gemeinsame Spurpunkt
von W und W, auf BC.
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22.4 Ahnlichkeitszentren zweier Ankreise

Betrachtet man die Ankreise um W, und um W,, so ist das duRere Ahnlich-
keitszentrum gegeben durch
2-A a~A—b-B+c-C_2~A —a-A+b-B+c-C

Z _pa'Wb_pb.Wa_ Ga Gb Gb Ga
’ P, —Po P. = Po
=(a:—b:0)

und das innere Ahnlichkeitszentrum erwartungsgemaR durch
2:A a-A-b-B+c-C 2-A —a-A+b-B+c-C

Zi:pa.Wb—f_pb'Wa — Ga Gb + Gb Ga =C.
pa+pb pa_pb pa_pb
A i
N
N\
z A B

23 Der LONGCHAMPS-Punkt L = X20

Die Geraden WG und HM schneiden
einander im nach Gohierre de
LONGCHAMPS (1842-1906) benannten
Punkt

|L:(t—2~tana :T—2-tanP: t—2~tany)|

benannten Punkt, der gleichzeitig Spie-
gelpunkt von H an M ist und damit auch
auf der EULER-Geraden liegt. A R
Wegen des Teiverhaltnisses 3:1: 2 liegen S und L zu M und H harmonisch.

L hat auch die Formen
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L

(
(

n'(H)

—tana+tanf+tany: tana—tanf+tany: tanoc+tan[3—tany)
a-(cosP-cosy—cosa):b-(cosy-coso—cospB): c-(cosoc-cosB—cosy))

24 Schwerpunkte

Der Flichenschwerpunkt von ABC ist S =(1 1 1)=(SBC :ASC: ABS); jede

Seitenhalbierende halbiert den Flacheninhalt von ABC.

Da sich die Seitenhalbierende im Verhaltnis 2:1 teilen, ist S auch Eckenschwer-
punkt, denn man kann sich die Massen von A und B im Seitenmittelpunkt ver-
einigt denken.

24.1 Der Kantenschwerpunkt

Beim Kantenschwerpunkt ist es anders:

C
P2
Al
P3
A B

Ist die Schwerelinie eine Ecktransversale, muss b+ P, -a=c+p—3-a

pz +p3 pz +p3
bzw. P2 =% sein, woraus A'=(0 10y, ! Gc) folgt.

p3 Gc

Die drei Schwerelinien sind daher kopunktal im Nagelpunkt (Ga + 0y - Gc)=N.

24.2 Der SPIEKER-Punkt Sp=X10
Verlaufen die Schwerelinien durch die Seitenmitten, muss im Falle der

A+C
Schwerelinie durch S, =
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C
SZ
A P, c B
.. . . P, b P, b
fir c>a die Bedingung —2—.c+—=—"2X.c+a+— oder
Pp+p, 2 pitp, 2

C'=(c-a:c+a:0) und

b
q_z.a:_+c+ 9

g, +0q; 2 g, +q;
A'=(0:c+a:a—c) und damit C"'=(c—a:a+c:0) erfillt sein.
C’ und C*“ haben die gleiche Gestalt; die Schwerelinie

durch S, ist [-a—c:c-a:a+c],

fir c<a die Bedingung E+ -a oder

durch Sz ist [a+b :—a-b: a—b],
durch Sy ist [b—c:b+c:—b—c|.

Alle Schwerelinien durch die Seitenmitten sind kopunktal im nach Theodor
SPIEKER (1823-1913) benannten Punkt |Sp:(b+c ‘Cc+a: a+b)=X10:n(W)|-

Sp ist mit den <

Punkten S, W
und N kollinear
mit den neben-
stehenden
Streckenverhalt-
nissen; wieder
hat man ein har-
monisches Ver-
héltnis.
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25 Der Abstand eines Punktes zu den Dreiecksseiten

Der senkrechte Abstand von P zur Drei-
ecksseite c sei mit cP bezeichnet.
P, _ABP _c-cP i

= = st
p,+p,+p; ABC c-h

Wegen

h -
cP=—-= P ,wenn h_ die Linge der

p1 +p2 +p3 A B
Hohe durch C bezeichnet. Liegen P und C auf verschiedenen Seiten von ¢, ist

cP negativ.
Mit p=p, +p, +p, und mit R als Umkreisradius und A als Dreiecksflache er-

halt man
h.-p; _a-sinB-p; a-b-p; ab-c Py _2-A py

cP=
P, +p, +P; p 2:-Rp 2Rp c p c

25.1 Eine Beziehung von CARNOT und ihre Verallgemeinerung

Mit dem Umkreismittelpunkt M=(a-cosa : b-cosf : c-cosy) ist

| =

1+
+ +
aM+bM+cM=2. A 0SeFCospreosy " R_g.,
a-cosa+b-cosB+c-cosy 2:A
R
(diese Beziehung wird nach Lazare CARNOT (1753 - 1823) benannt) und
rC
coso+cosf3—cosy _1+E
aM+bM-cM=2-A- =2-A-——=—R+r,
a-cosa+b-cosp+c-cosy 2
R

und deswegen

r,+r, +rc—r=4-R|
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26 Der BEVAN-Punkt V = X40 und seine Begleiter

Die LotfuRpunkte von W auf
den Dreiecksseiten sind die In-
kreis-Beriihrpunkte.

Sind auch die Ankreis-Beriihr-
punkte LotfuBpunkte eines
Punktes?

Dies ist der nach Benjamin
BEVAN (1773 - 1833) (und mit-
unter auch nach Jacques
HADAMARD) benannte Punkt V.

Er hat mehrere Eigenschaften:

1. Vist Umkreismittelpunkt der Ankreiszentren W,, Wy und W..
2. Vist der Schnittpunkt der Lote von W, auf a, von Wy, auf b und von W,
auf ¢, wobei W,, Wy, W, die Ankreis-Zentren sind.

3. Ventsteht, wenn man W an M spiegelt
4. V entsteht, wenn man den Hoéhen-Schnittpunkt H am SPIEKER-Punkt Sp
spiegelt.
C
H
w
Sp
M
A B
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Man wird hier auch die Grenzen des Wo

baryzentrischen Kalkiils erkennen, da
zum Nachweis der Aquivalenz der
drei Eigenschaften ein CAS hilfreich
sein wird.

Ad1.: Die Innenwinkel des von
den Ankreiszentren gebildeten Drei-
ecks sind an der Figur ablesbar.

Daher ist

V_sinoc-Wa+sin[3-Wc+siny-Wc _aW, +b-W, +c-W,

sina+sinf+siny c
_a —a~A+b-B+c-C+b a-A—b-B+c-C+c a-A+b-B—c-C
o c, o o, o o,
b
:E-(—i+—+i)-A+...:|(a-ka:b‘lb:c-xc):v|
o G, ©, O,
mit
b b b
ka:z—i—k——ki; szzi——Jri; 7%5=i+——i-
Ga Gb Gc Ga Gb Gc Ga Gb Gc

Damit ist V=W-n* (W-G).
Ad 2.: Der Berlhrpunkt des Ankreises um W, mit der Seite c ist

C'=(Ga 10y 0). Die Gerade durch W, und C’ ist daher

[C-Gb :—C-G,:a-0, —b'Ga]. Den Nachweis, dass V auf dieser Geraden liegt,

Uberlasse man einem CAS.
Ad 3-4.: Dies Gberlasse man einem CAS.

26.1 Die Begleiter des BEvAN-Punktes

Vertauscht man einen der Ankreismittelpunkte mit dem Inkreismittelpunkt,
so gelangt man zu den drei Begleitern des BEVAN-Punktes. So hat der BEVAN-
Punkt V. analoge Eigenschaften (man beachte, dass in 4. sich die Lote vertau-
schen):
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5. Vcist Umkreismittelpunkt von W,, W, und W.

6. V. ist der Schnittpunkt der Lote von W, auf b, von Wy, auf a und von W
aufc.

7. Vcentsteht, wenn man W, an M spiegelt:

C

Die beiden anderen Begleiter V, und V, haben entsprechende Definitionen
und Eigenschaften.

Ad 5.: Die Innenwinkel des von W,, Wy und W gebildeten Dreiecks sind an
der folgenden Figur ablesbar (Da die Winkel bei W, und W, jeweils die GroRRe

Y haben, liegen Waz und W, auf einem Kreis mit der Sehne AB, dann be-

trachte man die Sehnen AW, und BW,).
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Daher ist
sinB-W1+sino-W2—siny-W b-Wl+a-W2-c-W
sinot+sinf—siny c

V.=

o

= (a'l’la :b'ub :C.Mc)zvc

mit

GbGaGH-GGbG-GGbG
Selbstverstandlich ist hier keine Symmetrie zu erwarten, da c gegeniiber a
und b ausgezeichnet ist. Die Formeln sehen nicht schén aus und laden nicht
dazu ein, die Rechnungen per Hand durchzufihren.

Ad 6.: Der Berlhrpunkt des Inkreises mit c ist C'=(Gb 10, 0); der Berihr-

punkt des Ankreises um W, mit b ist B'=(Gb :0: —G).

, c, x-A+b-B'
Wegen X+Y=a und b+x=c+y ist X=7 und daher C=b—,woraus
+ X
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Bl_—x-A+(b+x)-C
- b
=(0,:0:-2-b-0,)=(0, :0:-0)

=(2x:0:-2-b-2-x)

folgt. Analog ist A' =(0 10, —G) der Berlihrpunkt des Ankreises um Wy mit a.

Die Kollinearitaten lassen sich mit Hilfe eines CAS leicht tiberprifen.
Ad 7.: Auch dies (iberlasse man einem CAS.

Da W Hohenschnittpunkt von W,WpW_ ist, gilt auch: V ist Hohenschnittpunkt
von VaVpVe:

27  Die Abbildung §

Es sei P=(u:v:w) ein Punkt mit den Spurpunkten P, =(0:v:w), P, =(u:0:w)
und P, =(U!V20). Man betrachte die Seitenmittelpunkte Ra, Ry, Rc von P1P,P3
wie z.B:
R.=(u-(v+w):v-(u+w):..).
Die Geraden
CR, :[—v-(u+w) tu-(vHw): O],



Jorg Meyer Baryzentrische Dreiecksgeometrie 105

AR, und BR;, sind kopunktal in
E(P):=(u-(v+w):v-(wtu): w-(u+v))=P-n(P)|.

A 7, B
Man bekommt ¢ (P) auch auf andere Art:
Zu P=(U2VIW) und dem Spurpunkt P, =(UZV20) wird der Transversalenmittel-
punkt Y, =(u:v:u+v) gebildet und mit S, =(1:1:0) verbunden. Auf

S.Y. =[U+VZ—U—VIV—U] liegt C(P) , und aus Symmetriegriinden gehen auch

S1Ya und S,Y,, durch C(P) .
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Bei der Abbildung C: P C(P) werden die Eckpunkte A, B, C, die Seitenmit-

ten Sy, Sy, Ss und der Schnittpunkt S der Seitenhalbierenden auf sich abgebil-
det. Jeder Punkt auf AB (auBer A und B) wird auf S; abgebildet; die Abbildung
ist also nicht injektiv.

27.1  {und H: Der Symmedianpunkt I = X6 nach LEMOINE / GREBE

Dieser wird hier mit I" bezeichnet; er wird auch nach Ernst Wilhelm GREBE
(1804-1874) oder nach Emile Michel Hyacinthe LEMOINE (1840-1912) benannt,
heit auch Symmedianpunkt und entsteht dadurch, dass die im letzten Ab-
schnitt definierte Abbildung £ auf den Hohenschnittpunkt angewendet wird.
Esistalso T =¢(H). Wegen

sin-cosy+siny-cosp ~ sina sina-cosa

tanp+tany = =
b v cosf-cosy cosf-cosy cosa-cosP-cosy

ist

Q(H)z(tana-(tan[3+tany) : tanP-(tany +tana.): tany-(tana+tanB))
=(tana-sina-cosa :tanP-sinf-cosP: tany-siny-cosy)

= (a2 b’ :c2)=:F=C(H).

Damit ist F=W'W=H-T](H)=H-M.
Die Graphik zeigt die Punkte

P(e):(ae :b® :ce) fur unterschiedli-

che Exponenten e.
Esist p(0)=s, P(1)=W, P(2)=T.

A B
Der Symmedianpunkt I ist zum Schnittpunkt S der Seitenhalbierenden isogo-

nal konjugiert.
Die zum Symmedianpunkt harmonisch konjugierten Punkte sind die Eck-
punkte des Tangentendreiecks (s.u.).
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27.2 (,WundN
Die Abbildung € wird auf den Schnittpunkt W der Innenwinkelhalbierenden

angewendet. Es ist {(W)= (a-(b+c):b-(c+a):c-(a+b)):(;(W):W-Sp .

Der Punkt Q(W) hat keinen besonderen Namen und erscheint als X37.

Wendet man ¢ auf den Nagelpunkt N =(Ga 10 GC) an, bekommt man den
Mittenpunkt:

{(N)=(a-0,:b-0, :c-0,)=T.

28 Ein weiterer Zusammenhang zwischen Punkten
Bezeichnet man wieder mit gP den Abstand zwischen dem Punkt P und der
Geraden g, so ist P=(PBC:PCA:PAB)=(a-aP:b-bP:c-cP).

Wegen F:(azzbzzcz) ist al":bI":c[" =a:b:c und wegen W:(a:b:c) deshalb
W=(al:bI':cl).

Analog folgt wegen T:(a'GaZb-GbZC'GC) und N=(GaZGbIGC), dass

N=(aT :bT: CT) gilt. Die beiden von NAGEL gefundenen Punkte N und T han-

gen somit auch inhaltlich miteinander zusammen.

Analog folgt auch wegen W=(a:b:c) und S=(1:1:1), dass
S:(aW bW CW) gilt, was man auch schon daran sieht, dass aW =bW =cW

der Inkreisradius ist.

29 Quadriken

Liegt der Punkt P=(X Y Z) auf einer Quadrik, gilt die Gleichung®?

2 Fine Verwechslung mit dem Inkreisradius r oder dem Dreiecksumfang o ist nicht zu
befiirchten.
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2:ry-z+2-5 2 x+2-t-x-y+p- X’ +o-y* +1-2°

=M
+R-x+S-y+T-z+K=0.

|
=L

Wegen (X Yy Z)=(7»'X27L'V!7L'Z) muss dann neben M+L+K=0 auch
A -M+A-L+K=0
fir alle Werte von A #0 gelten. Fiir A=-1 ist M=L+K=0, also L=0, und
fur A=2 folgt 4-M+K=0, also K=0.
Eine Quadrik hat also die homogene Gleichung

p-x 46y +1:2°+2-(ry-z+s-z-x+t-x-y)=0

bzw.
pt s)(x
(x:y:z)|t o r||y|=P-Z-P'=0].
s r 1

Eine Verwechslung zwischen der Matrix X und der Quadratsumme

T =a’+b’ +c? ist nicht zu befiirchten.
Man beachte, dass der Ubergang zur Matrix nicht eindeutig ist; so kann man

a2y ry =0y - O =0T X schreiben. o
X =(x:v)- 4 =(x:y)- . schreiben. Die sym-
YTy RAPIETAY RACEEAY Y

metrische Form wird stets bevorzugt, da man mit ihr leicht Tangenten und
(auf die Quadrik bezogene) Polaren bestimmen kann.

Die Quadrik zerfallt in zwei Geraden, falls die Determinante der Matrix ver-
schwindet.

Fir X#0 ist der allgemeine Punkt durch
P(y):(r:y-r : —s—r-yi\/(rz—cs-t)-yz+2-(r-s—t-t)-y+sz—p-r)

gegeben.
Da die sechsKoeffizienten p, ¢, 7,1, S, t nur bis auf einen gemeinsamen Fak-

tor bestimmt sind, bendtigt man finf Punkte, um die Quadrik festzulegen.
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29.1 Quadrik durch 6 Spurpunkte

Durch die sechs Spurpunkte von Q, =(Xi Y Zi) (i=1, ..., 2) verlauft die Qua-
drik mit der Gleichung

2 2 2
X y z
+ + =
Xp° Xy Y'Yy %4107

( Xy Xy ]+[ y-z , vz ]+( X | 2K ]
XY, XY, Yi'Z, Y2 % 21X, 2%

bzw.
ylzly222X2+X1.21X222y2+xly1X2y222
=(X1°Y2 +X3 V1) 2125 Xy
+(y1-2p+Yy21) X Xy Y2
+(X12p +%5721) Y1 Y2 2X
X
bzw. (x:y:2z)-Z:|y [=0 mit
z
—2:¥1'Y2°21°2 (X1 V2 +%¥1) 2172 (X122 +%2°21)V1Y2
=] (X1-¥2+XY1) 2172, —2X1 X921 ' 2y (V1-2+Y2-21) X1 X5 |,
(X122 +%2°21)- V1 Y2 (Y122 +Y2-21) X %) —2:X1°X2°Y1"Y2

und man Uberzeugt sich leicht davon, dass tatsachlich alle 6 Spurpunkte auf
dieser Quadrik liegen. Dieser Sachverhalt wird mitunter nach Lazare Nicolas
Marguerite CARNOT (1753-1823) benannt.
Rechts sieht man die Ellipse durch die
Spurpunkte von M und H.

C
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Die Quadrik kann auch in zwei Geraden zerfallen.

Das ist der Fall, wenn man die Spurpunkte von W,

und W. betrachtet (dabei sind die Spurpunkte von

W, auf c und von Wy, auf ¢ miteinander identisch.

In der Graphik ist das Ausgangsdreieck gelb und fett
umrandet, W, und W, sind schwarz, die Spurpunkte R
rot und das Geradenpaar blau.

29.2 abc-Quadriken
... berthren die Dreiecksseiten a, b, c.

-z
wov: o owl u-v. V-w w-u

2 2 2
X z X- Z-X
Hat die Quadrik die Gestalt —+y—+—= 2-(—y+y—+—j bzw.

0:x2-vz-w2+y2-w2-u2+22-uZ-vz—2-u-v-w-(x-y-w+y-z-u+z-x-v)
viaw? o —uevew?  —uview |y
=(x:y:2z)- —uvew? wreur v evew |y |,

—uviw —urvew w22 z

so hat die Schnittgleichung mit der Seite c die Form

2
= ———j =0; man hat also den Beriihrpunkt (U LV 0).
u v

Die Quadrik der obigen Gestalt beriihrt demnach alle Dreiecksseiten in den
Spurpunkten von P=(U AV W). P ist der nach BRIANCHON benannte Punkt

(s.u.); er verallgemeinert den GERGONNE-Punkt.
Ist etwa W=0, so lautet die Gleichung z° -u*-v* =0, beschreibt also eine zer-
fallende Quadrik.

Daher sei , d.h. P darf auf keiner Dreiecksseite liegen.
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Liegt P im Dreieckslnneren, so liegen
alle drei Spurpunkte jeweils zwischen
den Dreiecks-Eckpunkten, und die
obige Quadrik ist eine In-Ellipse.

A B
Schneidet man obige Quadrik mit der Ferngerade, bekommt man die Diskrimi-

nante —(U'V+V'W+W'U) . Sind u, v, w alle echt positiv, hat man eine In-El-

lipse.
Ist w=-1, muss im Ellipsenfall u-v>u+v undim Parabelfall u-v=u+v
sein.

29.3 Beriihr-Parabeln

Die Diskriminante verschwindet fir Uu-v+Vv-w+w-u=0. Man hat also eine Pa-

rabel fir w= b bzw. fUrP:(u v _u'vjz(u~(u+v) v (u+v): —u-v) )
u+v u+v
Die Punkte P, die zu einer Parabel fiihren, liegen offenbar &
auf der roten Um-Ellipse mit der Gleichung
u-v+v-w+w-u=0, der STEINER’schen Um-Ellipse (s.u.),
dem isotomen Bild der Ferngeraden.
A B

Der zu P isotom konjugierte Punkt P':(v ‘U —(u+v)) liegt auf der Ferngera-

den.
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Die nebenstehende Parabel ge-
hort zum BRIANCHON-Punkt A B

Blau sind ganz rechts der
BRIANCHON-Punkt P und dessen
Spurpunkte, rot die an den Sei-
tenmitten gespiegelten Spur-
punkte; man sieht, dass das iso-
tome Konjugat von P auf der
Ferngerade liegt.

Die Gleichung einer Berihr-Parabel allgemein ist
0=x2-v2+y2-u2+zz-(u+v)2+2-(—x-y-u-v+z-y-u-(u+v)+z-x-v-(u+v))
v —u-v - ve(utv) | (x
=(x:y:z):| -u-v u? u-(u+v) |-l y
v-(u+v) u-(u+v) (u+v)2 z
=(x-v—y-u)z+z-(u+v)-(z-(u+v)+2-(y-u+x-v))
Eine Gerade 8y, durch

Q=(U IV 0) und R schneidet
die Parabel in einem weiteren

PunktS. (Ist 8q z eine Tan-

gente, soist S=Q )

Bewegt sich R auf einem Kreis
um Q, so bekommt man auf
diese Weise alle Punkte der
Parabel. Dies fuhrt (nach CAS-
unterstiitzter Rechnung) zur
Parameterdarstellung der Be-
rihr-Parabel

Q(s)=(u-(u+t-v)2 :v-(s-u—t-(u+v))2 :—4-t2-u-v-(u+v)) mit t=1-s.
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Das isotome Konjugat P'=(V LUl —U—V) des BRIANCHON-Punktes

P=(u TV —u-vj ist der Berlhrpunkt der Parabel mit der Ferngerade.
u+v

Nun gilt bei jeder Parabel:

Zwei Tangenten (schwarz) mogen einander in S schnei-
den.

Die blauen Parallelen der Tangenten durch die jeweils
anderen Punkte mogen einander in T schneiden.

Dann ist ST parallel zur Parabelachse.

Die Tangente in P, =(0 TV W) ist a:[1:0:0] , die Tangente in
P,=(u:0:w) ist b=[0:1:0]; beide schneiden sich in C.
Die Parallele der P;-Tangente durch P, ist [—WIU!U] =[V!U+VIU+V], die Paral-

lele der P,-Tangente durch Py ist [VZ—WIV]=[U+VZUZU+V]; beide Tangenten

schneiden einander in C=(v ‘U ﬂ—(u+v)j. Dann sind C, C und P kolli-
u+v

near, d.h. P gibt die Richtung der Parabel-Achse an:
|oo(Achse):(v Tu: —u—v):P'|.

P’ ist der Berlihrpunkt der Parabel mit der Ferngeraden; sein isogonales Kon-

2
- u-v
jugat P" =(a2 u:b?ov: —] liegt auf dem Umkreis von ABC.
u+v

Die isogonalen Konjugate der Punkte auf einer Umkreis-Tangente bilden ei-

nen Kegelschnitt, der die Ferngerade berihrt, also eine Parabel.

Umgekehrt bilden die isogonalen Konjugate der Punkte auf der Beriihr-Para-
2

—C -u-v

—] gehorige Umkreis-Tangente.

bel die zu P"* =(a2 u:ib’ov:
u+v
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Fiir jeden Parabelpunkt Q gilt: Fallt man vom
Brennpunkt F das Lot Q" auf die zu Q geho-
rige Tangente, so liegt Q" auf der Scheiteltan-
gente.

Bildet man zu den Parabelpunkten U, V, W
das Tangentendreieck ABC und fallt vom
Brennpunkt F die Lote U’ und V‘ und W’ so
liegen alle drei Lote auf der Scheiteltangente,
sind also kollinear.

Nach WALLACE/SIMSON liegt F daher auf dem
Umkreis von ABC (ein nach Johann Heinrich
LAMBERT (1728 -1777) benannter Sachver-
halt).

Das isogonale Konjugat von F liegt daher auf der Ferngeraden.
C C

29.4 Beriihr-Ellipsen

Die Punkte P im Inneren der roten
Ellipse flihren zu Ellipsen, also auch
etwa der blaue Punkt

P=(2!32—1),derzu der blauen A A

An-Ellipse fiihrt, da P nicht im Inne- o
ren des Dreiecks liegt.

Punkte P aulRerhalb der roten El-

lipse fiihren naturgemaR zu Berihr-

Hyperbeln.

29.5 Die Inellipse von MACBEATH
Ist AB'C'mit A'=(-1:1:1), B'=(1:-1:1), C'=(1:1: -1) das Parallelen-
dreieck zu ABC, so schneidet HA’ die Seite a in

(o:tana+tanP:tano+tany)=(0:j, : j.) mit jb:; usw. Es
tano +tany
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handelt sich also um die Spurpunkte von

1 1
J=(ja:jb:jc)={

sin(2-a.) : sin(2-B) : sin(2-7)

].J ist zu M isotom konjugiert.

2 2 2
X z X ‘ZZX
Die Beriihrquadrik hat die Gleichung 7+Y—2+7= 2-[_ Y+ .y —+— ),
R N N P A N

a Jb Jc

B (¢ A

ist eine Ellipse mit den
Brennpunkten H und M und

<
nach Alexander Murray g"
MACBEATH (1923 - 2014) be- \
nannt. X B

Die Nachweise fihrt man
wohl besser nicht mit ba-
ryzentrischen Koordinaten.

29.6 Ein Weg zum Inkreis
Hier er6ffnet sich gleich ein Weg zum Inkreis: Die Beruhrpunkte sind die Spur-

1 1 1
punkte des GERGONNE-Punktes G :(— T— —j und flhren zur Gleichung
G, 6, ©

a c

X -ol+y’ -0, +2° -0, = 2:(X-y-0, 6, +Y-2:0, -G, +2:X-G, -G, )

2
-6, 6,0, ©,0,)(x
Y- 2 _
bzw.zu (x:y:2):| 0,50, —o, o©.-0, ||y |=0.
2
Ga'Gc Gb.Gc _Gc

Dass es sich hier tatsachlich um einen Kreis handelt, wird spater deutlich wer-
den.

29.7 Tangenten und Polaren

P-X ist ein Zeilentripel und stellt die Tangente in P an die Quadrik dar, denn P
liegt (wegen (P-Z)*P=P-X-P'=0)auf P-x, und P-= hat mit der Quadrik
nur den Punkt P gemeinsam, denn ware Q ein weiterer gemeinsamer Punkt,

somisste Q-2-Q' =0 und 0=(P-X)*Q=P-2-Q" gelten, woraus einerseits
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(K'P-l-M'Q)'Z'Qt =0 gelten, andererseits wegen P-X-P* =0 auch
P-Zl-(?»-Pﬂ,t-Q)t =0, was sich wegen der Symmetrie von X auch als
(k-P+p-Q)-Z-Pt =0 schreibt. Zusammen gilt daher
(?vP+u-Q)-2-(k-P+;,l-Q)t =0, und damit ware die gesamte Gerade durch P

und Q Teil der Quadrik. Das ist nur in dem uninteressanten Fall moglich, dass
die Quadrik zu zwei Geraden ausgeartet ist.

Liegt P auRerhalb der Quadrik, so hat P-= eine andere Bedeutung: Die bei-
den Tangenten von P an die Quadrik haben die Berihrpunkte B; und B, damit
gelten die Gleichungen 0=(B,-Z)*P=B,-X-P' und 0=(B,-X)*P=B,-X-P'
bzw. P-£-B; =0 und P-X-B; =0 . Demnach liegen die beiden Beriihrpunkte
B; und B; auf der Geraden P-X . In diesem Fallist P-X die (auf die Quadrik
bezogene) Polare.

Liegen P und Q auf g, gilt also g-P* =0=g-Q", und liegen P und Q auRerhalb
der Quadrik, so schneiden sich die Polaren von P und Q fiir det(Z)#0 in
g-7, denn dieser Punkt liegt auf P-= wegen

p.z.(g.yl )t =p.2.3'.g'=p.g' =0 (flir Q argumentiert man analog).

Die Graphik zeigt die Verhiltnisse beim Kreis:
p Pz
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Damit hat man die Zuordnung g g-= " fiir Geraden aulerhalb der Quadrik,

deren Umkehrung R R-X schon oben fiir Punkte R auRerhalb der Quadrik
erklart wurde. Somit sind die beiden Zuordnungen R+—R-X und g—>g- =™

nun fir alle Punkte R und fiir alle Geraden g erklart.

29.8 ABC-Quadriken
... verlaufen durch A, B und C.
Setzt man A=(1:0:0) einin
2-ry-z+2-5-2-x+2-t-x-y+p-x’+c-y’+1-2° =0,
so folgt p=0. Analog ergibt sich c=1=0.
ABC-Quadriken haben daher die Gleichung
|r~y-z+s~z-x+t-x-y:0

7’

was mit dem Symbol <r 'S t> bezeichnet werden soll. Die Koordinatenr, s, t

sind homogen.
Ist etwa r=0, zerfallt die Quadrik in die beiden Geraden x=0 und

s-z+t-y=0. Man kann daher annehmen.

Ist x=0, so folgt y-z=0, man bekommt also Eckpunkte.

Schreibt man die ABC-Quadrik als L+E+E:0 und ist
X vy z

# # . 4. _# a b ¢ . .
P =(x vtz )= — :—: — | das isogonale Konjugat von P=(x:y:z), so

X y z
2 2 2
ist zu erkennen, dass wegen az Ty b2 s i t =L2 x" +i2 y' +—-2" =0
a~-x b -y c-p, a b C

gilt:

. et rs t|. -
Die ABC-Quadrik <I’-S-t> ist zur Geraden {—Z:b—zz—z} isogonal konjugiert.

a C

Die isogonale Konjugation bildet daher Kegelschnitte durch A, B, C auf Gera-
den ab.

Ein allgemeiner Punkt der ABC-Quadrik fir r=x=1 ist

P(v):(v+s:v-(v+s):—t-v) mit P(0)=A, P(=s)=C und P[l)im.
€
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Auf der Quadrik mit L+E+E=0 liegen nicht nur A, B und C, sondern auch
X y z

die Punkte (—r:2-5:2-t), (2:r:=s:2-t), (2:r:2:s:-t).

Die Matrix-Darstellung ist

0 t s X
(x:y:z)t O r||y]|=0.
s r O

Um zu bestimmen, um welche Art von Quadrik es sich handelt, muss diese mit
der Ferngeraden (oder die zugeordnete isogonal konjugierte Gerade mit dem
Umkreis) geschnitten werden. Die Ferngerade hat den allgemeinen Punkt
(u:v:—u—v); es konnen nicht gleichzeitig u und v verschwinden.

Schneidet man eine nicht zerfallende Quadrik (also mit r-S-t#0) mit der
Ferngeraden (mit dem allgemeinen Punkt (u:v:—u—v) fiir u-v#0), be-

u
kommt man mit f:=— die Schnittgleichung
v

r+s—t r
2 +f. +-=0.
S S

Deren Diskriminante ist

3(r,s,t):=r’ +s* +t* =2-(r-s+s-t+t-r)
=—(x/F+«E+«ﬁ)-(—xﬁ+x/§+xﬁ)-(\ﬁ—\/§+\ﬁ).(\/5+\[_\/{)

(Dieser Ausdruck wird uns noch spéater begegnen.)
Man bekommt beispielsweise Parabeln fir
4-y-z+z-x+x-y=0; y-z+4-z2-x+x-y=0; y-z+z-x+4-x-y=0.

A— B A B A B

Man bekommt eine Ellipse etwa fir 2-y-z+z-x+x-y=0.
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29.9 Deutungvonr,s, t bei einer ABC-Quadrik
0t s Y
Die ABC-Quadrik mit der Matrix | t O r | hat A

s r O

a

in A die Tangente [OZtZS] , und die Tangenten in B

und in C schneiden sich in A' :(—r :S: t) )
Rechts sieht man eine In-Ellipse als Beispiel.
Die Geraden AA’, BB und CC’ sind kopunktal in

X=(r:s:t).
Die Punkte X, A‘, BY, C’ bilden ein harmonisches
Punktequadrupel.

Die Aussage gilt auch fir Hyperbeln und Parabeln:

A

Die Tangente [OItIS] schneidet die Seite a in (0 'S —t); die analog gebilde-

ten Punkte (—r:0:t) und (-r:5:0) sind kollinear auf [111}, auf der nach

rst
LEMOINE oder nach Ludwig Otto HEesse (1811-1874) benannten Geraden.
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29.10 Zusammenhang mit dem Satz von PAscAL

Hierbei handelt es sich um einen Spezialfall des Satzes von Blaise PASCAL (1623
- 1662) Gber ein Sehnen-Sechseck, wenn sich gleichfarbige Kreispunkte auf-

einander zu bewegen.

29.11 Der Mittelpunkt einer ABC-Quadrik

Verwendet wird die Tatsache, dass die Mittelpunkte paralleler Sehnen auf ei-
ner Geraden durch den Mittelpunkt liegen.

C
Wegen AC=[0 1 0] hat die Parallele

E

zu AC durch B die Form [1 :0: 1]; sie

schneidet die Quadrik mit
r-y-z+s-z:x+t-x-y=0 in

D=(f:s:-f).
Der Mittelpunkt von DB ist i

A B
(f 12w —f); die die Mittelpunkte von /
AC und von BD verbindende Gerade

hat die Gestalt [—S f: S].

Wegen AB=[0:0:1] hat die Parallele zu AB durch C die Form [1:1:0]; sie
schneidet die Quadrik mit r-y-z+s-z-x+t-x-y=0 flr §:=r—=S in

E=(-g:g:t). Der Mittelpunkt von CE ist E=(—g:g:2t); die die Mittel-

punkte von AB und von CE verbindende Gerade hat die Gestalt [t -t g].
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Die beiden die Sehnenmittelpunkte verbindenden Geraden schneiden sich im
Mittelpunkt Y der Quadrik.
B Es ist

Y=(r'(—r+s+t) : s-(r—s+t):t~(r+s—t)) .

Es handelt sich um den S-CevAa-konjugierten
Punkt zu X=(I’ 'S t). Man bekommt ihn,

wenn man die zu X harmonischen Punkte A’, B
und C’ mit den Seitenmitten verbindet; die
Verbindungsgeraden sind kopunktal in Y.

Bei Parabeln liegt der Mittelpunkt auf der
Ferngerade.

It

29.12 Die STEINER'sche Um-Ellipse
Spiegelt man Aan S=(1:1:1), so bekommt

man A'=(—1 12 2) usw. Die ABC-Quadrik
durch A’, B und C* hat die

Gleichung x-y+y-z+z-x=0 und ist nach

Jakob STEINER (1796 - 1863) benannt; es ist
die flachenkleinste Um-Ellipse; ihr Mittel-

punkt ist S.

29.13 ABC-Quadriken durch H
Fir nicht rechtwinklige Dreiecke ABC gilt:
Verlauft die Quadrik mit =+ + =0 durch H:(tana :tanf3: tany), so ist
X y z

r-cotau+s-cotf+t-coty=0.
Die zugeordnete isogonal konjugierte Gerade verlauft durch M, schneidet also
den Umkreis an zwei verschiedenen Stellen. Da der Umkreis das isogonale
Konjugat der Ferngeraden ist, gilt:

‘Ist ABC nicht rechtwinklig, so ist jede ABC-Quadrik durch H eine Hyperbe/.‘
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Man kann noch mehr sagen, falls ABC nicht rechtwinklig ist: Die der Quadrik
zugeordnete Gerade ist ein Durchmesser QR des Umkreises, wegen Thales

steht AQ auf AR senkrecht. Die isogonal konjugierten Punkte Q* und R* lie-
gen auf der Ferngeraden; AQ" und AR* sind zu den Asymptoten der Hyper-
bel parallel. Da sich der Winkel zwischen zwei Geraden durch A bei isogonaler
Konjugation nicht dndert, ist AQ" zu AR* orthogonal, d.h. die Hyperbel ist
rechtwinklig. Liegt umgekehrt eine rechtwinklige Hyperbel vor, dann steht AQ

auf AR senkrecht, und die der Quadrik zugeordnete Gerade verlauft durch M.
Es gilt also die Aquivalenz:

Fiir nicht rechtwinklige Dreiecke gilt:
Eine ABC-Quadrik verlauft genau dann durch H, wenn sie eine rechtwinklige
Hyperbel ist.

29.14 Der BRIANCHON-Punkt
Wegen AA'=[0:S:¢, -T], BB'=[R:0:¢-T], CC'=[R:¢, -5:0] hat man Kopunk-

talitat dieser Geraden fir €, +¢, -&, =0 bzw. fiir die dazu dquivalente Bedin-

. e e e
R s T R S T

Die Kopunktalitdtsvoraussetzung ist erfillt fir g, =¢, =&, =—1 (In-Ellipse;

links), aber auch fiir den Fall, dass nur etwa g, =—1 (An-Ellipse; rechts) ist.
C

A R

Dieser nach BRIANCHON benannte Punkt verallgemeinert den GERGONNE-Punkt
bzw. dessen Begleiter und wurde im dortigen Abschnitt bereits erwahnt. Er
existiert auch fiir Kegelschnitte, die keine Ellipsen sind:
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29.15 In-Ellipsen und deren Mittelpunkte

Im Gegensatz zum Inkreis gibt es zu
einem Dreieck viele In-Ellipsen. Sind
die Berlihrpunkte die Seitenmitten, so
ist die Ellipse nach STEINER benannt;
sie ist die In-Ellipse mit dem groRten
Flacheninhalt; fir sieist R=5S=T.
Sind die Berihrpunkte die Beriihr-
punkte der Ankreise, so ist die (ne-
benstehende) Ellipse nach H.
MANDART benannt; ihr Mittelpunkt ist
der Mittenpunkt.

Die Gleichung einer In-Ellipse

R*X* 45"y +T°-2 =2-(S-T-y-2+T-R-2-x+R-S-x-y)

schreibt sich mit u=R-x, v=S-y, w=T-z einfacher als

U v +w =2+ (U v+v-wHw-u)
und hat fiir U#0 den allgemeinen Punkt P(v):(l v 1+viz-\/V).

Auf der Kurve liegen daher nicht nur die schon erwdhnten Beriihrpunkte
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(— : % : 0] usw., sondern auch
1

7 N\
D |-
wn

: ;j usw. (blau), deren Verbin-

dungslinien zu den Berlhrpunkten

A B

kopunktal sind in (1 : 1 : lj .
R S T

(R+S)

Interessanter sind die Kurvenpunkte [R 1S J usw.; der Mittelpunkt

von (S :R: 0) und (R'TIS-T:(R+5)2)

ist |z=(s+T: T+R:R+S)|, aufgrund

der Symmetrie der Koordinaten die-
ses Punktes handelt es sich um den
Mittelpunkt der In-Ellipse.

29.16 Die beiden STEINER-Ellipsen
Die STEINER’sche Ume-Ellipse hat die Gleichung x-y+y-z+z-x=0. Sie ist das
isotome Bild der Ferngeraden.

Die STEINER’sche In-Ellipse hat die Gleichung X’ +y2 +7° =2-(y~2+z'x+x-y).

beide Ellipsen haben den Mittelpunkt S=(1:1:1).

Nun sei P=(U:V: W) ein Punkt.
Liegt dessen Bild
N7 (P)=(-u+v+w:*:*) auf der

Um-Ellipse, so liegt P auf der In-El-

A B
lipse, wie man leicht nachrechnet. M

29.17 ABab-Quadriken, ArTzT-Parabeln

... gehen durch A und B und beriihren a und b in B und A. Sie haben die Glei-
chung
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T2 +2-t-x-y=0.

Sie haben mit der Ferngerade mit dem allgemeinen Punkt (7» t1-A: —1) eine

doppelte Lésung, falls t=-2-17, was auf fihrt. In diesem Fall hat

man eine Parabel, die nach August ArTzT (1835 - 1899) benannt wird.
Die Parabeln zu 22 =4-x-y und zu y*> =4-z-x schneiden sich in

(1 14-C: 4-(;2) mit ¢ als dritter Einheitswurzel und natirlich in A=(1 :0: 0)

, also in 4 Punkten. Die reellen Schnittpunkte liegen auf den Seitenhalbieren-
den von ABC.

Man beachte, dass die
ARTZT-Parabeln quadra-
tische BEzIER-Kurven
mit A, B, C als jeweili-
gen ,Kontrollpunkten”
sind.

Cc

Ae *B
Als BEzIER-Kurve hat die Parabel durch A und B mit s=1—t den allgemeinen

Punkt P(t):(s2 12-s-t: tz). Ersetzt man den ,Kontrollpunkt” C durch

T

D :(02 T :—1) mit c=1—1, so bekommt man den allgemeinen Punkt
Q. (t)=s*-A+2-s-t-D +t*-B
-c’-A-1"-B+C
+
261
=(S-G-(s-t—t-0'):t-r-(t-c—s-r):s-t)

=s’-A+2-s-t- t*-B

Fur t=0 ist s=1 und daher Q,(0)=A
Fir t=1 ist =0 und daher Qr(l):B.

Fir t=r ist s=c und daher Q_(1)=C.
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Die Graphik zeigt
die entstehenden

< Um-Parabeln fur
1 2 3
T=—,T=—,T=—
4 4
A B

30 Die TomGon-Hyperbel

Unter welchen Umstédnden sind P=(U TV W), dessen isotomes Konjugat

2 2 2
11 1 . . a’ b ¢ .
p' :(—: —: —j und dessen isogonales Konjugat P* =(— T —] zueinan-
uv w u v w

der kollinear?

Ist u=0, soist P' :AZP#, also ist die Kollinearitat fiir jeden Punkt der Drei-
ecksseiten auller fur die Eckpunkte erfiillt.
™ Die entsprechende
\ Kurve muss auch durch
die Fixpunkte der isoto-

men Konjugation gehen
(also S=(1:1:1) und
dessen harmonische
Konjugierte (blau)) und
durch die Fixpunkte der
/ isogonalen Konjugation

l (also W=(a:b:c) und
dessen harmonische
Konjugierte (griin)) ge-
hen.
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Liegt P auf keiner Dreiecksseite, so muss |p-u” +c-v> +1-w”> =0| mit

p=b’—c’;c=c>—-a*; t=a’—b’ sein.

Die Kurve ist eine Hyperbel.

Auf der Kurve sind zwei schwarze Punkte zusammen mit deren isotomen und
isogonalen Konjugaten eingetragen. Die zugehdrigen Geraden sind offenbar
Tangenten:

u

Schreibt man die Hyperbelgleichung als (u AV w)-

o O ©

00
c O}|v|=0,er
0 7/)\lw

kennt man, dass die Tangente in P =(U AV W) gegeben ist durch
[u-p:v-oiw-1].

2 2 2

a~ b” ¢

Man sieht sofort, dass P’:(l: 1 : ij und P =(— T— —] auf dieser Tan-
uv w u v w

gente liegen.

31 Der Umkreis von ABC

Der Punkt P=(X Ny Z) liegt genau dann auf dem Umkreis®3, wenn P zusam-

men mit A, B und C ein Sehnenviereck bildet, und das ist genau dann der Fall,
wenn der Satz des Claudius PTOLEMAUS (etwa 100 — etwa 160) gilt:

13 Ermittlung der Gleichung nach E. A. Weiss (1941): Metrik in Dreieckskoordinaten.
In: Jahresbericht der DMV.
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Sind b und b’ die beiden Diagona-
len, so muss b-b'=c-c'+a-a' sein.
Wegen
P=(x:y:z)=(PBC:PCA:PAB)
gelten die Beziehungen
X:PBC:b'-c'-sina:b'-c'_

ABC b-c-sino b-c’
_PCA_ c-a'sin(a+y) c“a'
y_ABC__ c-a-sinf " ca
Z:PAB:a'-b'-siny:a'-b'

ABC a-b-siny a-b

Damit ist aufgrund des Satzes von PTOLEMAUS

] l‘bl l‘bl bl_ 1 bl_ 1 (]
az.y.z+b2.z.x+c2.x.y:—c a .a +a . ¢ — ¢ .c a

c b a c b a
_atbic (—a"“a+b"b+c"c)
a-b-c
=0.

Nun hat man die Gleichung fiir den Umkreis gefunden; mit

Um(P):=a’-y-z+b*-z-x+c*-x-y

lautet sie

-
Fiur Punkte innerhalb des Umkreises ist Um(P) >0, fiir Punkte auRerhalb ist
Um(P)<0.
(Dies sieht man am Fernpunkt P=(0:1:-1), fir den Um(P)=—a" <0 ist,
und flr den stets im Umbkreis liegenden Seitenhalbierendenschnittpunkt
S=(1 1 1), fiir den Um(P):aZ +b*+¢* >0 ist. Da Um(P) nur auf dem Um-
kreis verschwindet, liefert ein Stetigkeitsargument die gewlinschte Aussage.)

Die Funktion Um wird spater bei der Abstandsbestimmung eine wichtige Rolle
spielen.
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Die Gleichung des Umkreises schreibt sich auch als

0 ¢ b*)(x
(x:y:z):{c® 0 a ||y|=0.,
b> a° 0|z

31.1 Der STEINER-Punkt St = X99
Der (blaue) Umkreis hat die Gleichung
a’-y-z+b*-z-x+c’-x-y=0,

die (rote) Um-Ellipse nach STEINER hat die St
Gleichung y-z+z-x+x-y=0.

Beide Kurven schneiden einander in A, B, C

und dem STEINER-Punkt

1 1 1
St:(bz—cz : e : az—bz) =X99.

A B
Dieser existiert nicht fiir gleichseitige Drei-
ecke, und fir a=b bekommt man den

Punkt C.

31.2 Umkreispunkt und Ferngerade
Betrachtet man zu P=(U AV W) fir u-v-w#0 den isogonal konjugierten

. o (a8 b &
Punkt (u vEw )= —:—:— |, so liegt P genau dann auf dem Umdkreis,
u v w

wenn liegt.

Der zu P isogonal konjugierte Punkt liegt also auf der Ferngeraden.
Ferngerade und Umkreis sind mithin zueinander isogonal konjugiert.
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31.3 Umkreistangenten und die LEMOINE-Gerade

0 ¢ b*)(x
1
Mit der zu Um(P)=a’-y-z+b”-z-x+¢’ 'x~y=5o(x yiz)c® 0 a ||y
b> a& 0
0 ¢ b
gehdrigen Umkreis-Matrix X = ¢ 0 a’|kannman einige Tangenten be-
b> a® 0
rechnen:
Die Umkreis-Tangenten durch A, B
B und Csind
C
A-E:[O et bz]
A

B-Zz[c2 :0: aZJ

C-Zz[b2 a’: O}
und schneiden einander in

A B

A' :(—a2 b cz) usf., den har-
monisch konjugierten Punkten
des GREBE-LEMOINE-Punktes
I'=(a’:b*:c?).
A’B’C’ heillt Tangentendreieck
von ABC. c
Es ist unmittelbar klar, dass fiir spitzwinklige Dreiecke ABC der Umkreis von
ABC identisch ist mit dem Inkreis von A’B’C. Insbesondere ist M,;. =W, .. -

Die Ecktransversalen AA’, BB und CC’ sind kopunktal in 1"=(a2 tb?: cz).
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Ist ABC stumpfwinkig, so ist M,;. Mit-

telpunkt eines Ankreises von A’B’C’.

Ist ABC rechtwinkig, so sind zwei Um-
kreistangenten zueinander parallel.

Die Schnittpunkte der Tan-
genten mit den gegeniberlie-
genden Dreiecksseiten sind

A"=(O:b2 :—cz)
B“:(—a2 :O:cz)

C"=(a2 1 —p? :0) /'" AMB

Wie bei jeder ABC-Quadrik sind diese kollinear auf [iz : iz 1 }, der harmo-

CZ

a

nischen Polaren von I'. Diese Gerade wird nach LEMOINE und mitunter auch
nach HESSE benannt.

31.4 Punkte auf dem Umkreis
Mit der Umkreisgleichung lassen sich einige Punkte berechnen:
Liegt P=(u:Vv: W) auf dem Umkreis, gilt a*-v-w+b?-w-u+c?-u-v=0,
Ist u=0,soist V=0 oder w=0. Sei also 0.B.d.A. u=1.
c’v

Dannist Ww=———
a’-v+b?’
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und ein beliebiger Umkreis-Punkt hat
2
v
mit f(V)Z— die Form

a-v+b?

K(v)=(1:v:—f(v))
=(a2 v +b? :v'(az«v+b2) : —cz'v)

2
mit K(0)=A und K(—:—ZJ=C.

Die Graphik zeigt, die Lage einiger
Punkte K(v).
Ferner ist !

K(ljz(az Ly :1-(a2-1+b2J : —cz-lj
v v v v v

v—>0

=(a2 v+b?-viiat+b’ v —cz-v)—>(0 ra :O)=B

31.5 Der Satz von PascaL

2
Mit f(v)=% ist K(v)z(l IV —f(v)) ein typischer Punkt des Um-
a“-v+b
kreises.
,,,,, .-
\%

\
\
<
[

g .\\‘\C~\
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Mit
D=K(u)=(1:u —f(u))
E:K(v):(l:v —f(v))
F:K(w):(lzw —f(w))
ist
ADz[O:f(u):u]; AF=[O:f(w):w]
BDz[f(u):Ozl]; BE=[f(v):0:1]
CE=[-v:1:0]; CF=[-w:1:0]
und

U=ADmCE=(u TU-V —v'f(u))
V=FCADB=(1:w:—f(u))
W=AFmBE:(f(W):w-f(v):—f(v)-f(w))
U, V, W sind kollinear (Satz von PASCAL).
Da die Begriindung unabhan-
gig ist von der Wahl von u, v
und w, gilt der Satz auch dann,

wenn die Punkte nicht konse-
kutiv liegen.

U

it

Diese Kollinearitat besteht auch, wenn man statt mit f(V)Zﬁ mi
a“-v+b

t-v
f(v) = gearbeitet hatte, wenn man also nicht vom Umkreis, sondern
r-v+s

von einem beliebigen Kegelschnitt durch A, B, C ausgegangen ware. Dahinter
steckt nattrlich, dass jeder Kegelschnitt projektives Bild eines Kreises ist und
dass bei projektiven Abbildungen die Kollinearitat erhalten bleibt.
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31.6 Die Satze vom Siidpol und vom Nordpol
Die Winkelhalbierende CW=[—b ‘a: 0] und die Mittelsenkrechte
m, :[sin(z'y) :—sin(2-y): sin(2-|3)—sin(2-0c)]
:[cz -cosy :—c’-cosy: b-c-cosB—a-c-cosoc]
=[c2 -cosy :—c’-cosy: b-(a—b-cosy)—a-(b—a-cosy)]
=[c2 :—c’:a’ —bz]
zu ¢ schneiden sich im gemeinhin ,Stidpol” genannten Punkt

Sudz(a-(a+b) : b~(a+b):—c2) )

Dieser Punkt liegt auf dem Umkreis, wie eine kurze Rechnung zeigt.
Es gilt auch: Die AuBenwinkelhalbierende CW, =[b ra: 0] und die Mittelsenk-

rechte m_ :[c2 i—c?:a’ —bz} zu ¢ schneiden sich im Punkt

Nord:(—a-(—a+b) :b-(—a+b): —cz)

~

der auch auf dem Umkreis liegt. Da
er diametral zu Sud liegt, kann man
ihn als ,,Nordpol“ bezeichnen. Er
entsteht aus SUd, indem man a
durch —a (oder b durch —b) er-
setzt.

Siid

31.7 Dieimagindren Kreispunkte, die Kreisgleichung und Tangenten

Die Schnittpunkte des Umkreises mit der Ferngeraden ergeben sich aus der
Schnittgleichung, wenn man etwa u=1 und w=-1-v setzt:

a’v-(-1-v)+b*(-1-v)+c*-v=0;

die beiden Losungen sind
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¢ -a’—b’+,-6-0,-0,-6, -2-a-b-cosy*4-i-A

2-a° N 2-a°
:—b-cosyii-b-siny :—E-e
a a

V=

Fiy

und fihren wegen

—a+b-cosyFi-b-siny —c-cosPFi-c-sin C .
w=-l-v= T+ T P+ B__c o

a a a
zu den beiden von Jean-Victor PONCELET (1788 — 1867) gefundenen imagind-
ren Kreispunkten

K* =(—a :b-e™" :c-ei"ﬁ) )

Die beiden Punkte liegen tatsachlich auf der Ferngeraden wegen
a=b-(cosyFi-siny)+c-(cospi-sinf).

Mit Um(P):=a’-y-z+b”-z-x+¢* Xy ist
Um(Ki)=X'y'z'(_a+e¢%+e%j=X'V'Z'(—a+b-eii"’+c-e¢i'5)

=x-y-z-(-a+b-(cosy £i-siny)+c-(cosBFi-sinB))=0

Man weild aus der ,cartesischen projektiven Geometrie®, dass alle Kreise (und
nur die Kreise) die Form x> +y*>+A-x+B-y=C bzw.
x> +y’ +A-x-z+B-y-z=C-z> haben und somit durch die beiden (nicht in ba-
ryzentrischen Koordinaten ausgedriickten) imaginadren Kreispunkte
(1:4i:0) gehen. Mit K* :(—a :b-e¥: c-eii'ﬁ) hat man die beiden imagina-
ren Kreispunkte in baryzentrischen Koordinaten gefunden.
Die Bevorzugung der ersten Koordinate ist nur scheinbar; wegen
e?.e” =—e 7 gilt etwa
K* :(—a th-e™7: c-eii'ﬁ):(a-eii‘y :—b:—c.e? -ei”)
:(a~eii'y i—b: c-eii'“).

Eine andere Darstellung der Kreispunkte ist

K* =(—2-a2 :2-a-b-(cosyFi-siny): 2‘a-c-(cosBii-sinB))

=|(-2-a" : T Fi-4-A: 3, Hi-4-A)=K" |
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Die beiden imaginaren Kreispunkte sind zueinander isogonal konjugiert, da

c

2 2 2
a b
mit P* =(— — —j als isogonalem Konjugat von P=(U AN W) die fol-

u v w

gende Beziehung gilt:

(7
(K ) _[—a.b-ei‘y

Insbesondere ist eine Quadrik genau dann ein Kreis, wenn sie durch die bei-
den imaginaren Kreispunkte verlauft. Ein allgemeiner Kreis hat demnach mit

b’ c?

_sz(—a ‘b-et" :c-e’i‘B)zK’.

c- e+i~

Um(P)=a’-y-z+b*-z-x+c*-x-y die Gleichung

|Um(P)=(x+y+z)-(K.X+;L.y+u,z)|'

Eine andere Form der Kreisgleichung ist

O=K-x2+k-y2+p-zz+(k+u—az)-y-z+(u+1<—b2)-z-x+(K+X—c2)-x-y

K+A-c p+k—b’
2 2 X
K+A—c A+p—a’
=(x:y:z)| — A |
(xzy:z)) =—— > y
u+k—-b*> A+p-a’
2 2 H
Die Tangente im Kreispunkt (U 1V W) ist
K+A—-c p+k-b’
2 2
2 2
(wiveow) | XEAZC o, Ated
2 2
n+rx—-b> A+u-a’
2 2 "

31.8 Die imagindren Kreispunkte fiir gleichseitige Dreiecke

Ist das Ausgangs-Dreieck ABC gleichseitig, so ist

K*z(—a:b-ei

R c-ei“ﬁ)

1:-=+22: g

1.3
2
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Mit den dritten Einheitswurzeln { = bekommt man

—1+i\3 5, —1-i3
T’ C :T

dann

K*z(l:Q:Cz), K’=(1:§2:§).

32 Apollonius-Kreise

Die Innen- und die dazu rechtwinklig verlaufende AuRen-Winkelhalbierende
zuy schneidencin T=(a:b:0) undin T,=(-a:b:0). Deren Mittelpunkt ist
C*. Der zugehorige APOLLONIUS-Kreis ist THALES-Kreis Gber T,T..

T, c' A T, B

i

32.1 Andere Deutung der AroLLONIUS-Kreis-Zentren
Man bekommt A“, B”, C*“ auch als Schnittpunkte von A’B‘ mit AB usw.:
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32.2 Die beiden isodynamischen Punkte X15 und X16

Einer der ApPOLLONIUS-Kreise verlauft durch

C=(0 :0: 1), T, :(a ‘b 0), T, =(—a ‘b 0), seine Gleichung ist
22

(az-y-z+b2-z-x+c2-x-y)-

:(x+y+z)-(b2 x—a’ -y),
c
Die drei APOLLONIUS-Kreise schneiden sich in den beiden isodynamischen

Punkten |X15=(a-sin(0o.+60°): b-sin(B+60°): c-sin(y+60°))| und

X16=(a-sin(a—60°) :b-sin(B—60°): c-sin(y—60°)) , die zu X13 und X14

isogonal konjugiert sind.
In der folgenden Graphik sind die Teilungspunkte blau und die beiden isody-
namischen Punkte rot markiert.
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33 Der Inkreis und der A-Ankreis von ABC

Der Inkreis geht durch A'=(0:0,:6,), B'=(5,:0:0,),C'=(0, : 5,:0).

a
Einsetzen in
a?-y-z+b zx+c? Xy =(x+y+z)-(K-x+A-y+p-z)
fuhrt auf
a-6.-0,=2-(h-c.+p-0p)
b-o,-6.=2:(k-0.+p-0,)
c-0p -0, =2-(k-0p +A-0,)

mit der Losung

und der Inkreisgleichung

2 2 2
Um(P)=(x+y+z)-[%ox+%~y+%on

bzw. nach leichter Rechnung
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2
—Ga Ga'Op Oc Oy X
v - 2 _
(x:y:z):|o,-0p —of op-oc||y|=0|
Gc"Ga ©Op-O¢ _Gg

Die Tangente im Inkreispunkt (U AN W) ist daher

[02(—04-u+0, - vro W)t ].

Der A gegeniiber liegende Ankreis geht durch

A'=(0:0,:0,.), B'=(-0,:0:0),C'=(-0,:0:0).

Einsetzen in die Kreisgleichung fihrt auf

2 2 2

c i
ch—; A=—S; p=—=0
4 4 4

und die A-Ankreisgleichung

2 2 2
Um(P)=(x+y+z)-(%-x+%.y+%1}

bzw.
c? G G, 66y | (x
(x:y:z)| o0, o2 —Gp 0 || ¥ |=0
GG, —Op O ot

mit der A-Ankreis-Tangente

[o:(c-u+0 v+ W) : 0.+ (0,V+G-U=C W) : 0y (0p - W+G-Uu—0,V)].
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34 Der CLAWSON-Punkt Cl = X19

Mit

Um(P)=a"-y-z+b*-z-x+c*-x-y

gilt:

Der Umkreis hat die Gleichung
Um(P)=0.

Der A-Ankreis hat die Gleichung

Um(P)=

2 2

c o o
(x+y+z)- T-x+7.y+7-z U

Die Chordale von Um-
kreis und A-Ankreis ist

XAZ[GZZG:IG§]. C
Die Chordalen von B-

Ankreis und Umbkreis

sowie von C-Ankreis

und Umkreis sind

Y =[G§ do8 IG§:|

2 2 2
Ye =[GBSGAZG ]

Die rotenChordalen schneiden einander in

(4 _ 4. 2 2 2 2, 2 2 2 2
A =(G —0, :05'0p,—GC 'O, :05:C,—0C 'Gb)

2. 2 2 2. 4 4, 2 2 2 2
B'=(csb-csa—cs ‘G, !G —Op ! G C;—C -Ga)

(2.2 2 2.2 2 2 2. 4 A4
C =(csc-csa—cs ‘O 10, 'O —0 05 :0 —Gc)
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Die blauen Ecktransversalen
AA'=|:0:—(G§'G(2:—GZ~G§)ZG§'Gé—62-G§:|
=[0:¢-%,:~b - |=[0:c-tany:~b-tanp]
[(z 2 2 2)_,2 2 2 2]
—|op 0. -0 -0; |:0:0, 05 —0” -o¢

[c-2,:0:—a-Z.]|=[c-tany:0:~a-tana]

BB'

schneiden einander in [Cl:=(a-tana : b-tanB : c-tany)|=X19; aus Symme-

triegriinden verlauft auch CC’ durch Cl. Dieser Punkt wird nach John Went-
worth CLAWSON (1881-1964) benannt.

34.1 Der C-Begleiter des CLAWSON-Punkts

Die Chordale zweier Kreise existiert auch, wenn sich die beiden Kreise gar
nicht schneiden. So haben auch Um- und Inkreis eine Chordale.

Die Chordale von Umkreis und A-Ankreis ist [62 :c§ ZG§:| , die von Umkreis

und B-Ankreis ist |:(5§20'2 :oﬁ], die von Umkreis und Inkreis ist [cﬁ IO'% :cﬁ]

Die ersten beiden Chordalen schneiden sich in
C'=(a-3, :b-X, : (a+b)-(Z+2-a-b)).

Die erste und die letzte Chordale schneiden sich in
B'=((b—c)-(2-2-b-c):—b-T. :c-3y).

Die beiden letzten Chordalen schneiden sich in
A'=(-a-Z.:(a—c)-(Z-2-c-a):c-5,).
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¢
Dann gilt CC':[—b-Za:a-Zb:0]:[—b-cota:a-cotB:0] und

AB'=[0:c 3, :b-Z.|=[0:c-cotP:b-coty] sowie

BA' =[C'Za :Oia‘Zc]=[C'C0t0t:0!a'C0tY] . Diese drei Geraden sind kopunktal

im Punkt |c|_C =(a-tana :b-tanB: —c-tany)|, dem Begleiter des CLAWSON-

Punkts. Er ist zum CLAWSON-Punkt harmonisch konjugiert.

34.2 Drei Ankreise und deren Aussen-Tangenten

Mit drei Ankreisen bekommt man als Ahnlichkeitszentren drei Punkte

C':(—a tb: 0), B':(—a :0: C), A'=(0 =b: C) , die nach dem Satz von

MONGE kollinear sind, und zwar in [l : % : l}, der harmonischen Polaren zu
a c

W. In der nachfolgenden Skizze ist das Ausgangsdreieck ABC fett dargestellt.
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In der folgenden Graphik sind die roten Punkte die Beriihrpunkte der Ankreis-
zentren. Die blauen Punkte entstehen aus den roten durch spiegelung an den
AulRen-Winkelhalbierenden des (fett gezeichneten) Dreiecks ABC.
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) o, -a+tb+c
Rechtsist s;=—=——"—
2 2

U,. entsteht aus W, durch

Spiegelung an CW, und ist auch
der zweite Berihrpunkt der Tan-

gente durch C'=(—a b O) _
Der Ankreis um W, hat die Gleichung:

2 2 2
Um(P)=(x+y+z)-(%-x+%'\/+%'z] bzw.

A B % w,

o’ o0, GOy

P 5 0, o2 —6}, -G, |-P' =0. Die Tangente im A-Ankreispunkt

GG —Op -G G%
P=(p:q:r) ist

2
c c-G, GGy

cq - 2

(p:q:r):|c-c. ©f  —O,-0
G:0p —Op- O sz)

=[G-(6-p+0c~q+cb~r):cc-(c-p+0c-q—cb-r):csb-(c-p—cc-q+cb-r)]
Soll diese Tangente durch C'=(—a ‘b 0) gehen, muss
a-6-(0-p+0,-q+0y r)=b-o-(c-p+0.-q—0pT)

bzw. nach leichter Rechnung
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(a+b)’ +c-(a-b)
a+b

=0

(p-o+q-0)+r-

gelten. Ist r=0, so hat man den Beriihrpunkt (=0, : 6: 0) =W, .

Fir r#0 hat man (mit CAS-Hilfe, da P obige Gleichung und die Ankreis-Glei-
chung erfiillen muss) (—a2 -5:b%-o,: (a+b)2 -Gb)=Uac als zweiten Beriihr-
punkt.

Die Tangente durch C* und U, hat dann die Form [
Analog wird U, gebildet als zwei-
ter Bertuhrpunkt der Tangenten
von B'=(-a:0:¢) aus an den A-
Ankreis; man bekommt

Uap =(—a2 ‘c: (a+c)2 . :c? -cb)

, und die Tangente durch B und

Uap ist lil .
a a+c C

Die Tangenten C'U,c und B’U,, und analog gebildete Tangentenpaare treffen
sichin
A*=(—a2 -0:b-(a+c) o, : c-(a+b)~c5b)
B*=(a‘(b+c)'c5C :—b%.o: c‘(b+a)'ca)
C*=(a~(c+b)-6C :b-(c+a)-o,: —cz-c)
Die Hohen-FuBpunkte sind
Hy,=(0:b-cosy:c-cosp), H, =(a-cosy:0:c-cosa), H,=(a-cosB :b-cosa: 0)

Mit dem Ctawson-Punkt Cl=(a-tana :b-tanp: c-tany) gilt: Die Geraden

HaCl, HuCl und H.Cl enthalten den CLAWSON-Punkt Cl, wie man mit Hilfe eines
CAS nachrechnet. Cl ist also auch Schnittpunkt der Geraden A*H,, B*H,, C*H..
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35 Der 9-Punkte-Kreis

Der (mitunter auch nach EULER oder nach FEUERBACH benannte) 9-Punkte-Kreis
geht durch die Seitenmitten S, =(0 1 1),‘ S, =(1 :0: 1); S, =(1 1 0) und

X2, +y-2, +z2-2,
4

fahrt daher zur Gleichung |[Um(P) = (x +y +z).

Eine leichte, aber
aufwandige Rech-
nung zeigt, dass
auch die Hohenful’-
punkte wie etwa

H, =(0: tanp : tany)
und die Punkte
A+H B+H C+H

7 7

2 2 2
auf dem FEUERBACH-
Kreis liegen.

Somit liegen (mindestens) neun besondere Punkte auf diesem Kreis.

35.1 Elementargeometrisches zum 9-Punkte-Kreis

Eine elementar-geometrische Argu-
mentation* erfordert fiir den Nach-
weis weniger Aufwand, dafir eine
Idee. Zunachst die Aussage:

In einem Dreieck liegen die Seiten-
mitten M,, Mp, M, die HohenfuR-
punkte L,, Ly, Lc und die Mitten H,,
Hp, Hc der langeren Hohenab-
schnitte auf einem Kreis.

14 Nach Collet / Griso: Le cercle d’Euler. 1987 Paris: Vuibert, S. 13. Die Idee stammt
von WILKINSON (1855).
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Beweis, Teil 1:

Wegen M M, ||BA ist das fette Viereck ein
Trapez.

Ferner ist L. auf dem THALESkreis tGiber BC

und daher ist |LcMa|:%-|BC|:|MbMc ; also

ist das Trapez symmetrisch, und L. liegt zu- -
sammen mit M,, My, M. auf einem Kreis. A M, Le B
Analog verfahrt man mit L, und L.

Beweis, Teil 2:
AHBC ist ein Viereck, also ist nach dem Satz
von VARIGNON H H,M M, ein Parallelo-

gramm.

Wegen der Strahlensatze ist dies Parallelo-
gramm ein Rechteck. Daher liegen H,, Hy,
M,, My auf einem Kreis.

L, liegt auf dem THALESkreis iber H,M,, und
Ly liegt auf dem THALESkreis iber MyHp.
Somit liegen Ha, Hy, Ma, My, Ls, Ly auf einem
Kreis.

35.2 Der Mittelpunkt K=X5 des 9-Punkte-Kreises
... ist der Mittelpunkt®® von M und H:
_M+H

K:

=(t+tana: T+tanP: t+tany)|=X5.

sino-cosa+sinfB-cosf

Oben hat man gesehen, dass t+tany=

gilt. Daraus

cosa.-cosf3-cosy
folgt fiir den Mittelpunkt des 9-Punkte-Kreises

15 Dessen Bezeichnung K erinnert an den Vornamen von Karl FEUERBACH; ,,F* ist schon
anderweitig vergeben (s.u.).
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K=(sin(2-B)+sin(2-7):sin(2-y)+sin(2-a): sin(2-oc)+sin(2-[3))
=n(V)

4.A

R
Der 9-Punkte-Kreis hat den Radius R/2. Er beriihrt den Inkreis und die drei An-
kreise (Satz von Karl Wilhelm FEUERBACH (1800 — 1834); nachster Abschnitt).

mit der Koeffizientensumme 2-(sin(Z-(x)+sin(2-[3)+sin(2-y)):

K liegt natdrlich
auf der EULER-
Geraden.

M und K liegen
harmonisch zu S
und H.

A B

35.3 Der Beriihrpunkt F; = X11 von Inkreis und 9-Punkte-Kreis
G o G
Der Inkreis hat die Gleichung Um(P)=(x+y+z)-(f‘-x+I"-y-l—f-zj , seine

Tangente im Inkreispunkt (U A W) ist [Ga (-o,-u+o, v+o, W) .. ]

X2, +y-X, +z-2,
p .

Wegen 0, -%,=2-a-(a~b—c)+2-b-c=-2-(a-5, -b-c) ist die Chordale

Der 9-Punkte-Kreis hat die Gleichung Um(P)=(x+y+z)-

[cz—Za:cﬁ—Zb:csz—ZC]:[a-ca—b-c:b-cb—c-a:c-cc—ab].

Sie ist fir E=(Ga (b—c) :0,-(c—a) : o, -(a—b)z) =X11 Inkreis-Tangente,

wie man mit Hilfe eines CAS nachpriift.
Fi heiRt FEUERBACH-Punkt; er ist mithin der Beriihrpunkt von Inkreis und 9-
Punkte-Kreis.
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35.4 Der Beriihrpunkt von Ankreis und 9-Punkte-Kreis

2 2 2
c c o
Der A-Ankreis hat die Gleichung Um(P)=(x+y+z)-[—4 -x+—4c -y+—4b -zj,

X2, +y-X, +z2-2,

der 9-Punkte-Kreis hat die Gleichung Um(P)=(x+y+z)- 2

Die Chordale ist
[62 -3,:6°-3%,:00 —Zc]=[(a+b)-(a+c):(a+b)~(b—c):(a+c)-(c—b)]

und stimmt far (u:v:w)=|F, :(—cs~(b—c)2 to,-(c+a) : Gb-(b+a)2) mit der

A-Ankreis-Tangente
[6-(c-u+o,-v+0,-W): 0, (0, -v+c-u-0,-W): 0, (o, W+o-u-c, V)]

Uberein, so dass im Punkt F, Berlihrung stattfindet.

Analog ist |F, =(Gc -(Cer)2 : —G-(c—a)z 1o, -(a+b)2) der BerUhrpunkt von B-

Ankreis und 9-Punkte-Kreis und |F. z(cb -(b+c)2 : o, -(a+c)2 : —G~(a—b)2)

der Beriihrpunkt von C-Ankreis und 9-Punkte-Kreis.

In der folgenden Graphik zeigen die Hohlkreise die Mittelpunkte der Berthr-
kreise an, die kleinen schwarzen Punkte zeigen die Berlihrpunkte mit den
Dreiecksseiten.

Der 9-Punkte -Kreis ist rot. Die roten Punkte sind die Berihrpunkte des 9-
Punkte -Kreises mit dem Inkreis bzw. den drei Ankreisen.
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Man rechnet leicht nach, dass die Gera-
den AF,, BF, und CF. sich im Punkt

[(b+e)’ (c+af (a+b)2J:Xl2

c o c

a c

schneiden.
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Fiund O liegen auf der
Geraden durch W und K
(und liegen sogar harmo-
nisch zu W und K).

Ebenfalls ist leicht zu sehen, dass
sich AF, BF. und CF, im Punkt

@:

(b+c) (a—c) (a—b)Z}

c c. c,

schneiden.

Auch hier sind W, K, F,
und @, kollinear.

F. und @, liegen harmo-
nisch zu W, und K.
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Die analog gebildeten Schnittpunkte sind P
[(b—c)2 (c+a)2 (b—a)zJ
d, = P— :
c. c c,

°
(l)b

36 Die SCHROTER-Punkte

Der 9-Punkte-Kreis des nicht-gleichschenk-
ligen Dreiecks ABC geht durch die Ecken
des roten Mittendreiecks A,B,C, mit

A, =(0:1:1) und des blauen FuRpunkt-
dreiecks A,8,C, mit A, =(0:tanp: tany).
Die Geraden A,B, =[1!15—1] und

A,B, =[cota:cotP:—coty] schneiden sich

A B
fir e, :=cotP—coty; e,:=coty—cota; e,:=cota—cotfin

G, =(61 e, —63) (schwarz); analog ist
A;=(-e :e,:e,); B,=(e;:—e, 1e,).

Es sind A, Bz und Cs kollinear, ebenso B, As und Cs sowie C, As und Bs.
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Interessanter ist, dass A3

AA, =[e,—e,:-e, e ] und

BB, =[e,:e, —€,:—¢,] und .

C,C, =[-e,:e,:e, —e,] kopunktal sind, B,

und zwar im 1. SCHROTER-Punkt

*=

>
T

Ebenso interessant ist, dass auch 43
A,A,, B,B,, C,C, kopunktal sind, und zwar
im 2. SCHROTER-Punkt
C
R':(ef -cota: €5 -cotf : e -coty) :
\ B,
Zum rechnerischen Nachweis ist ein CAS s

nutzlich.

>
T

Der 9-Punkte-Kreis des nicht-gleichschenkligen
Dreiecks ABC geht nicht nur durch die Ecken
des roten Mittendreiecks und des blauen Ful3-
punktdreiecks und nicht nur durch die ,obe-
ren H6henmitten®, sondern auch durch die
beiden SCHROTER-Punkte.

Auch hier ist zum rechnerischen Nachweis ein
CAS ntzlich.
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37 Die BROCARD-Punkte

37.1 Motivgebung

Beim Hohenschnitt haben die gleichfarbigen Winkel gleiche GroRe. Daher er-

scheinen die Seiten unter den rechts angegebenen Winkeln.
C C

A B A B
Permutiert man die Winkel (mit einer geraden Permutation), so bekommt

man etwa folgende Graphik.

C C
L 4 8 u 2 J L 4
A B A B

Links ist =&+ [1, aber auch a.=¢+0, also ist p=35.
Fernerist f=A+1, aberauch B=A+p,alsoist p=-t.

Damit haben rechts die roten Winkel alle die gleiche GréRe w.
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37.2Winkelbetrachtungen

Der zweite'® nach Henri BROCARD
(1845-1922) benannte Punkt Br; ldsst
sich durch die nebenstehende Win-
kelkonstellation definieren.

Der Winkel o ist nicht beliebig wahl-

bar, denn es gelten wegen

o, =180°— (0, +©)=180°—0t usf.
ABr, sin®

die Beziehungen =—— sowie
c sina

ABr, _sin(y—o)
b siny
also

, Zusammen

¢ sina-sin(y-o)
—=———— 2 =sina - -
b sin®-siny sinw-siny

Daraus folgt

siny-cos®m—sinm-cosy

=sina-(coto—coty) .

siny sina-cosP+sinB-cosa
Cotmzvacoty: - - +COt'Y
sinf-sina sinf3-sinal )
:|cotoc+cotB+coty:cotco|
Der Winkel ® heif$t BROCARD-Winkel. Wegen cota. = b -2, usf. ist
a-b-c
Z, : b
coto= -2|, und wegen coto.=—= usf. ist [cotm=———]|.
a-b-c 4-A 4-A

16 \Welcher der beiden BROCARD-Punkte erster und welcher zweiter ist, wird in der Lite-
ratur nicht ganz einheitlich behandelt.
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Zur Ermittlung von Br; sind die Spur-
punkte wie C* hilfreich. Es ist
c, sin(y-o)
E_ sina
_ siny-cos®—sinm-cosy

[e=0

sinal A
c, sinw . c o«
und —= A 2 cC &9 B
CC' sinf
und somit
c, sin . b . : .
2="" B~(smy~co‘cco—cosy)=—-(smy~co‘coc+smy~co‘cﬁ+smy'coty—cosy)
c, sina a
b b sin’ ¢
=—-siny-(cotowcot[}):—-%=_2
a a sina-sinf a

Damit ist C' =(a2 ¢’ 0). Die anderen Spurpunkte ermitteln sich analog, so

CZ 2 b2

.. . 1 1 1 w
dass man flir den zweiten BROCARD-Punkt |Br, =(— P j erhalt.
a

Der erste BROCARD-Punkt Bry ldsst sich
Uber die nebenstehende Figur defi-
nieren. Wieder ist

cota+cotP+coty=cotw|, und man Br)
1 1 1
bekommt Br,=| —: = : = |.
b ¢ a -
A B

Beide BROCARDpunkte sind zueinander isogonal konjugiert.
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37.3 BrocArD-Punkte und Beikreise

Man bekommt die BROCARDpunkte
auch anders:
Wir berechnen zunachst den Kreis

durch A, Bund C'=(0:1-t:t).
Der Ansatz

a’-y-z+b*-z-x+c*-x-y

=(x+y+2z)-(k-x+A-y+p-z)
fihrt wegen A auf k=0, wegen B
auf A=0 und wegen C’ auf
a’-(1-t)=p. Far t—>0 beriihr

der Kreis die Seite a in B und hat

die Gleichung |[Um(P)=a’ z|.

Ein solcher Kreis heiRt Beikreis. Der BROCARDpunkt Br, = 1 : S : el liegt
b> ¢ &
auf diesem Beikreis (links in der folgenden Graphik). Eine analoge Aussage be-

kommt man fir Br; (rechts).
C C

. v :

Durch Bry verlaufen auch zwei weitere Beikreise: Der Kreis mit

Um(P)z(X+y+Z)-c2 'Y| geht durch A und C und beriihrt c in A. Der Kreis mit

Um(P)=(x+y+z)-x-b’| geht durch B und C und berihrt b in C.
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Rechts sieht man die drei Beikreise zu
_

Brz.

Der rote Kreis durch A und B berthrt

binA.

Der blaue Kreis durch B und C berthrt -
cinB.

Der griine Kreis durch C und A be- ; B
rihrtainC. / \

Rechts sieht man die

drei Beikreise zu Br;.

Der rote Kreis durch A

und B beriihrt a in B.

Der blaue Kreis durch B

und C berihrt b in C.

Der griine Kreis durch C /
und A beriihrt cin A,

A

T
M
)

A B

3\
|

Es ist noch zu erwahnen, dass Br;,
Bry, ' und M konzyklisch sind, was
etwa mit Hilfe eines CAS nachgewie-

Br2
C
E
Br1
sen werden kann.

37.4 Zur BrocArRD-Achse und die BROCARD-Mitte X39
Die BROCARD-Achse verlauft durch M:(a2 DN B Moo -Zc) und

1"=(a2:b2 :cz).
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Man kann sich mit Hilfe eines CAS
davon Uberzeugen, dass 'M und die
Verbindungsgerade zu

1 1 1
Br1=[glc—22a—2j und

1 1 1 .
Br,=| 5 : 5 : = | aufeinander
c a b
senkrecht stehen.

Die BROCARD-Achse ist sogar Mittelsenkrechte von BriBr,.
1 1 1 . “ .

Nennt man Br, :(—2 : o : —Zj den ,,dritten BROCARD-Punkt®, so stimmt der
a C

Mittelpunkt Z von Br; und Br; mit n(Br3):(i+i2 : i2+l2 : iz+bi2jzx39

Uberein.
S ist auch der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden des Dreiecks B1B;Bs.

38 Die KIEPERT-Hyperbel

Diese nach Ludwig KIEPERT (1846 - 1934) benannte Kurve ist eine spezielle
ABC-Quadrik, hat also die Gleichung r-y-z+s-z-x+t-x-y=0 bzw. <r:s:t> . Sie
soll durch 5=(12111) und H:(tanoc:tanB:tany) verlaufen, ist also eine

rechtwinklige Hyperbel. Es muss

r s: t tana anB tany) tanB-(tany-tana): tany-(tanoc-tanB)>

(cotp—coty : coty—cota : coto—cotf)
(2,-%.:2,-%,:3,-3%,)
(b* -’ 1a’ —b’)

sein.
Spatestens hier sieht man, dass die Quadrik fiir gleichschenklige Dreiecke in
zwei Geraden zerfallt. Das Dreieck ABC sei also nicht gleichschenklig.
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A : B/
/

Auf der KIEPERT-Hyperbel <b2 —c’:c-a’:ad’ —b2> liegt auch der SPIEKER-

Punkt Sp=(b+c:c+a:a+b), wie man sofort sieht.

Die Bedeutung der KIEPERT-Hyperbel wird sichtbarer im Kapitel Gber Aufsatz-
dreiecke.

38.1 Die KiererT-Hyperbel und die BRocARD-Achse TM

Jeder nicht auf einer Dreiecksseite gelegene Punkt (X 'y Z) der KIEPERT-

2 2 2 2 2 2
Hyperbel erfiillt b” —c L2 2 b =0; sein isogonales Konjugat
X y z

2 2 2 b®> —c? -2’ a’—b’
(x#:y#:z#):{a—-b—:c—J erfillt x* + VAt .2¥ =0,

X y z a’ b? c’

liegt also auf einer Geraden.

Die KiePERT-Hyperbel verlauft durch S und H. Das isogonale Konjugat der
KIEPERT-Hyperbel ist demnach die Gerade durch I und M, also die BROCARD-
Achse.

Das isotome Konjugat der KIEPERT-Hyperbel ist eine Gerade durch S und das
isotome Konjugat von H.
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39 Aufsatz-3-, 4- und 5-Ecke

39.1 Aufsatz-Dreiecke
Auf den Dreiecksseiten B C

werden gemaR der Gra- V»

phik Dreiecke platziert.

Dann sind AA’, BB und CC’

kopunktal. Zum Nachweis

muss man etwas ausholen: v

>
©
a

w

39.2 Die ConwAY-Formeln

Da jeder Punkt P die Darstellung P=(PBC :PCA: PAB), hat, braucht man fiir
sin(c+1) _sint_sinc
a v u

ist

die Berechnung von A’ Flacheninhalte. Wegen
—2-A'BC=u-a-sint
2-A'CA=v-b-sin(c+y)=v-b-sinc-cosy+v-b-siny-cosc
=u-b-sint-cosy+u-sint-b-siny-cotc
2-A'AB=c-u-sin(t+B)=c-u-sint-cosp+c-u-sinB-cost
und damit
A'=(A'BC:A'CA: A'AB)
—u-a-sint:u-b-sint-cosy+u-sint-b-siny-cotc:
L c-u-sint-cosf+c-u-sinf-cost j
=(-

a:b-cosy+b-siny-cotc:c-cosf+c-sinf- cotr)

>,
=(—a ?+2 -A-coto: 7+2 A- cotrj

Wegen X :|4~A‘cota =:2_| liegt die auf John Horton CoNwAY (1937 - 2020)

zuriickgehende (hier etwas modifizierte) Abkirzung |Z‘p ::4-A-cot(p| nahe;
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damit hat man mit ©,:=X, -|-Zp, O, =X, +X, O :=X +X_ die CONWAY-

Formeln
A'=(-2-2" 2 +%,: 5, +2,)=(-2-2": D, : D)
B'=(Z +3,:-2:b":3,+3 )=(D :-2:b*: ,)
C'=(Z,+%,:2,+3,:-2:¢)=(D, : @, : -2-C)
Die Geraden

AA'=[0:-®, : D |, BB'=[D,:0: -] ], CC'=[-D, : D, : 0]

sind kopunktal in

J( TG)': iii _ a-sinp  b-sint  c-sinc
A ‘o, @ sin(a+p) “sin(B+t) “sin(y+o) )|

a

Diese Kopunktalitat wird nach Karl Friedrich Andreas JAcoBI (1795 — 1855) be-
nannt. Spezielle Werte von J sind altbekannt:

J(OO,OO,OO):[ a . b . c j:s'

sina. sinf siny

a . b .
cosa. cosff cosy

J(90°, 90°, 900):( j=(tana:tanB:tany)=H.
39.3 Gleichschenklige Aufsatzdreiecke, X13 und X14

Auf den Dreiecksseiten werden gemald
der Graphik gleichschenklige Dreiecke
platziert.

AA’, BB und CC’ sind kopunktal in

J(c)': 1. 1. 1
BRSNS JD S
a b ) C

_(sin(owrc) “sin(Bro) sin(y+c)]

Fiir alle Werte von o liegt J(G) auf der KIEPERT-Hyperbel wegen
(Zb _Zc)‘(za _ZG)+(ZC _Za)‘(zb _26)+(23 _zb)(zc _2“ ):0 '
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Die Kiepert-Hyperbel wird durch J(G) parametrisiert.
Esist J(0°)=J(180°)=S und J(90°)=1J(270°)=H sowie
J-a)=A, S-P)=B, J-y)=C.

. B
Ferner ist [J(60°)=x13| der nach ¢

Pierre de FERMAT (1607 - 1665) be-

nannte Punkt Fe, dessen Summe sei-

ner Entfernungen zu den Dreiecks-

Eckpunkten minimal ist (falls alle

Dreieckswinkel kleiner sind als 120°). A B

Man kann die gleichseitigen
Dreiecke auch nach innen auf-
tragen und kommt so zu

Fe'=)(-60°)=X14

B'

39.4 Gleichseitige Aufsatz-Dreiecke, NAPOLEON-Punkte X17 und X18

Errichtet man gleichseitige Dreiecke nach aufRen, so sind die Ecktransversalen
durch deren Mittelpunkte kopunktal in dem nach NAPOLEON benannten Punkt

o) _ a . b . C —
(30 )_(sin(oc+30°) “sin(B+30°) sin(y+3o°)J_X17'
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4

Errichtet man die gleichseitigen Dreiecke nach innen, gelangt man zu

(o3 a . b . c —
1(-30)= [sin(oc—30°) “sin(B—30°) sin(y30°)J il

39.5 Punkte auf der Ferngeraden
Es ist zu erwarten, dass fiir zwei Werte von o der Punkt

o) = a b ' c j

sin(a+0) : sin(B+c) sin(y+o)

~ 1 1
B sin(oc+cs) ' sin([3+cs) ' sin(y+c)
sina sinf3 siny
1 _ 1 1

coto+coto.  cotc+cotp  coto+coty

auf der Ferngeraden liegt. Das ist der Fall fur
0=(coto+cotP)-(cotc+coty)+(cotc+coty)-(cotc+cota)

+(coto +cota)-(coto +cotf)

=3.cot’ 6+2-cotc-cotm+cota-cotP+cotB-coty+coty-cota

=3.cot’6+2-cotc-cotm+1

cosc+sing-cota cosc+sing-cotp cosc+sinc-coty

|
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mit dem BROCARD-Winkel w, fiir den cot®=cota +cotP+ coty gilt.

cotco+\/cotzoa—3 .

3 3
Bei der folgenden Graphik gehdren zur Ferngerade die zu diesem speziellen
Dreieck gehorigen (gerundeten) Winkel 110° und 130°. Die zu den Punkten
gehorigen Gradzahlen sind vermerkt.

Dannist coto=—

5
>
0
B
137 A
/'m// 115
135 \
14

39.6 Eine Erganzung nach WALSER

Man kann bei gleichschenkligen Aufsatzdreiecken die Ausgangsfigur erganzen:
Nach einer Idee von Hans WALSERY (*1944) betrachte man
A'"=CB'nBC'

:[b'sinco ra-sin(o+7): ij[c'sinm: 0: a'sin(c+B)]
=(*:b-sin(c+P): c-sin(c+7))
und die zugehorigen Ecktransversalen
AA":[O :—c-sin(o+y): b-sin(c5+[3)]
BB"=[—csin(c+7):0:a-sin(c+a)]
CC"=[—b'sin(c+B):a~sin(c+oc) : 0]

7 https://www.walser-h-m.ch/hans/Miniaturen/S/Seltsame_Gerade/Seltsame_Ge-
rade.htm (25. 7. 2019)
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Diese sind in T(G)z(a-sin(0+a) :b-sin(c+P): c-sin(c+y)) kopunktal®® in;
T(o) ist zu J(o) isogonal konjugiert.

Fiir die (zeichnerisch nicht konstruierbaren Fille) 6=0 erhilt man den
GREBE/LEMOINE-Punkt T, fiir 6=—-90° den Umkreis-Mittelpunkt M.

-
Die Punkte T(G) sind kollinear auf

{sin(B—v) sin(y—a) Sin(a—ﬁ)}

a b ' c

_|:b-cosy—C-COSB_*_*il_[a'b'COSY—C'a'COSB.*‘*}
- e - ¥
2. -3, -2 %, -3, | |b’-c® ’-a® a’-b’
T2 @ || @ e

der BROCARD-Achse durch M und T.

18 Nicht zu verwechseln mit dem Mittenpunkt T, der keine Argumente hat
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39.7 Eine weitere Erganzung im gleichschenkligen Fall

Schneidet man die Dreiecksseiten
a, b, c mit den Verbindungsgera-
den der Spitzen A’, BY, C’ der aufge-
setzten Dreiecke, so sind die
Schnittpunkte kollinear, was man
mit einem CAS nachweist.

39.8 Aufsatz-Quadrate, die VECTEN-Punkte

Insbesondere liegen auf der KIEPERT-
Hyperbel auch die beiden zu

0 =145° gehdrigen VECTEN-Punkte®.
Man bekommt den duReren VECTEN-
punkt, wenn man Quadrate nach au-
f8en auf den Dreiecksseiten errichtet
und die Quadratmitten mit den ge-
geniberliegenden Eckpunkten des
Dreiecks verbindet; die Verbindungs-
linien sind kopunktal im duBeren VEC-
TENpunkt

19 Uber den franzosischen Mathematiker VECTEN ist fast nichts bekannt, noch nicht
einmal der Vorname.
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)(45°)= 2,0 < J

sin(a+45°) " sin(B+45°) : sin(y +45°)

— a . b . c
sino+cosa sinB+cosP  siny+cosy

1 1 1
| b-c-sina+b-c-cosa c-a-sinB+c-a-cosp a-b-siny+a-b~cosy]

4-A+Z, 4-A+3, 4-A+Z_ )

Entsprechend bekommt man den inneren VECTENpunkt, wenn man Quadrate
nach innen auf den Dreiecksseiten errichtet (im folgenden Bild verschieden-
farbig eingezeichnet) und die Quadratmitten mit den gegeniberliegenden
Eckpunkten des Dreiecks verbindet; die Verbindungslinien sind kopunktal im
inneren VECTENpunkt

J(—45°) = t 1y
4-A-%, 4-A-%, 4A-3 )

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, [
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Mit Hilfe eines
CAS weist man
nach, dass die
beiden VECTEN-
punkte und
das Zentrum K
des 9-Punkte-
Kreises kolli-
near sind.
Man lasse sich nicht dadurch verwirren, dass der duBere VECTENpunkt inner-
halb und der innere VECTENpunkt auRerhalb von ABC liegt.

39.9 Quadrate liber den Dreiecksseiten: Noch einmal I

Die verallgemeinerte PYTHAGORAS-Figur bzw. die Figur zum dufReren VECTEN-

punkt ladt zu Erganzungen ein.
C*

Man bekgmmt
D=(-2-2":Z +Zg 1 T, + 55 ) =(-2:2" 1 2, : I, +4-A);
E=(-2a":3 +4-A:3,)
F=(Z,:-2:b": 2, +4-A); G=(2,+4-A:-2b":3,)
H=(Z,+4:A:3,:-2:¢"); 1=(3,: 2, +4-A:-2:C")
und kann so A*, B* und C* berechnen, um so (mit Hilfe eines CAS) nachzuwei-
sen, dass sich AA*, BB* und CC* im GREBE/LEMOINE-Punkt I schneiden.
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39.10 Aufsatz-Flinfecke

Errichtet man liber den Dreiecksseiten nach auRen regelmafige Flinfecke, so
sind die Ecktransversalen zu den Mittelpunkten der Fiinfecke kopunktal in

S a ) b ] c
)45 )_(sin(oc+54°) “sin(B+54°) sin(y+54°)}

/1

40 FuBpunkt-Dreiecke, die DARBOUX-Kubik und die NEUBERG-
Kubik

40.1 FuBpunkte

Wegen oo(cL):(a-cosB :b-cosa: —c):(Zb N —2-c2) ist die Senkrechte

zu c durch P=(U AN W) gegeben durch

A B C
u v w =[—2-v~c2—w-Za:w-Zb+2-u-c2:*];sieschneidetcin
T X, -2

P :(W-Zb+2-u-c2 WX, +2-v-C :0):(Zb+2-u-w# (2 +2-v-w’ :0)

mit den Koordinaten des zu P isogonal konjugierten Punkts

P#z(i:b—z:i)zz(u#:v# ZW#).
u v ow



Jorg Meyer Baryzentrische Dreiecksgeometrie 172

Insgesamt ist
pe =(Zb+2-u-w“l (X 42-vewt O)
p :(0:2C+2-v-u” : Zb+2-w-u”)

p :(ZC+2-u‘v# : 0!2a+2'w'v#)

A pe B

40.2 Ein zweiter Weg zum Umkreis: Die SiMmsoN / WALLACE-Gerade

Die drei FuRpunkte P?, P° und P¢ sind genau dann kollinear, wenn P auf dem
Umkreis liegt. Die Berechnung der zugehorigen Determinante Uberlasse man
einem CAS. Im falle der Kollinearitat wird die Gerade nach Robert SIMSON
(1687-1768) bzw. nach William WALLACE (1768-1843) benannt.

40.3 Die Quadriken von BRADLEY & BRADLEY

Bradley und Bradley® haben den
Sachverhalt der SIMSON / WALLACE-
Gerade wie nebenstehend formuliert:
Die durch P verlaufenden Parallelen T
zu AH, BH und CH mogen die Drei-
ecksseiten in L, M, N treffen. Dann
sind L, M, N genau dann kollinear,
wenn P auf dem Umkreis zu ABC
liegt. L
Mit dieser Umformulierung wird die
Bedeutung des rechten Winkels rela-
tiviert.

Aullerdem stellt sich nun die Frage, was sich dndert, wenn man den Hohen-

>
Z
w

P

schnittpunkt H durch einen anderen festen Punkt Q=(U A W) ersetzt.

20 Bradley, C. J. / Bradley, J. T. (1996): Countless Simson Line Configurations.
In: The Mathematical Gazette, Vol. 80, S. 314-321.
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Die durch P=(X Yy Z) verlaufenden Parallelen zu

AQ =[0:-w:v], BQ=[-w:0:u], CQ =[-v:u:0]

sind
gs =[Dg —Ww:Dg:Dg +u]
gc :[DC—V:DC +U:Dc]
mit
DA :W'V—V-Z’ Dg =w-x—u-z’ DC:v-x—u-V .
X+y+z X+y+z X+y+z
Dann ist

gaNBC=(0:v+Dy:w—Dy)
gg NCA=(u+Dg:0:w—Dg)
gc NAB=(u+D¢ :v—D¢:0)
mit Kollinearitat far
(u+D¢)-(v+D,)-(w—-Dg)+(u+Dy)-(v-D.)-(w-D,)=0.
Berechnet man dieses Produkt mit CAS-Hilfe, ergibt sich keine Kubik, sondern
eine durch A, B und C verlaufende Quadrik mit

u-(v+w)+v-(w+u)+w-(u+v)

X y z
1 1 1
Fur Q=H=| —: —:— | bekommt man wegen
za z“b z“c
u-(v+w)= Zp+Ze _ 1 .32

= a
Za'z“b’zc z“a‘z“b'zc

die Quadrik <a2:b2:c2> , also den Umkreis.
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Fir =s=(1:1:1) bekommt man
die Quadrik (1:1:1) . Ein allgemeiner
Punkt auf ihr hat die Form

1:y:—Y_|; da kein reeller Schnitt-
1+y
A B
punkt mit der Ferngeraden existiert,
handelt es sich um eine Ellipse, deren Zentrum Z unten erldutert wird.

Der Punkt  =(u:v:w) liefert den allgemeinen Punkt der Quadrik

o w-y-(u+v)
{1.y. u-y-(v+w)+v-(w+u)

wenn die Diskriminante —u-v-w-(u+v+w)=>0 ist.

j; er liegt genau dann auf der Ferngeraden,

Ist etwa u=0, so hat die Quadrik die Gestalt x w-(v-z+v-y)=0, zerfallt
also in zwei Geraden. Daher bekommt man genau dann eine Parabel, wenn
Q=(u:v:w) auf der Ferngeraden liegt.

In der folgenden Graphik ist links eine Ellipse (mit dem unten erlauterten Mit-
telpunkt Z) und rechts eine (zu einem Punkt Q auf der Ferngeraden gehérige)
Parabel zu sehen sowie darunter eine Hyperbel.

C
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Man rechnet leicht nach, dass, wenn P auf der Q-Quadrik liegt, dass dann
auch Q auf der P-Quadrik liegt.

Ist <rCSit> eine beliebige ABC-Quadrik, so ist der zugehoérige BRADLEY-Punkt ge-

gebendurchQ:(u:v:w):( ! : ! : ! J:Q wegen
—r+s+t r—s+t r+s—t

~ 2-r usw.
U'(V+W)_(_r+s+t)-(r—5+t)'(r+5_t)

40.4 Zum Mittelpunkt der BRADLEY-Quadrik

Auf der zum BRADLEY-Punkt Q=(U TV W) gehérigen Quadrik

u-(v+w) 4 v-(w+u) + w-(u+v) =0 liegen nicht nur A, B und C, sondern

X % z

auch die Punkte A’ =(—U SUt+we U+V) usw. Der Mittelpunkt von A und A’ ist

[z=(v+w:u+w:u+v)=n(Q)|. Man bekommt (aus Symmetriegriinden)

dasselbe Ergebnis fiir die Mittelpunkte von BB und CC’. Daher ist Z der Mittel-
punkt der Quadrik. Im Parabelfall liegt Q auf der Ferngeraden und damit auch
Z

40.5 Die DARBOUX-Kubik
Es sei P=(U MV W) mit dem isogonal konjugierten Punkt

P”z(u# vt :w”)z[i:i:ij.

u v w

Ist P=H oder P=M, so sind AP?, BP® und CP¢ kopunktal, aber das ist nicht nur
fir H und M der Fall.

Es sind AP?, BP® und CP¢ kopunktal, falls P die Gleichung Dar(u, v, W)=0 mit

z z z

Dar(u, v, w):=| v-w" +=2 |-l w-u' + =2 |- u-v' + ==
2 2 2

z x )

— W'V#-l-—a . U'W#-i-—b . V'U#-l-—c

2 2 2
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erfillt. Dar beschreibt eine kubische Kurve, die nach Gaston DARBOUX (1842 —
1917) benannt wird.

Die Gleichung Dar(u, v, W)=0 schreibt sich mit den Koordinaten des
LonGcHAMPs-Punktes L=(T—2-tano : 1—-2-tanB: 1—2-tany)=:({, : (, : {,)

nach etwas Rechnung auch als

El EZ €3
u v w|=0|.
ot ovtow

Stets liegen P, P¥ und L auf einer Geraden.

Man sieht sofort: Liegt P auf der Kurve, so liegt auch P* auf der Kurve.

Man kann die DARBOUX-Kubik als isogonale Kubik bezeichnen.

Auf der DARBOUX-Kubik liegen zum Beispiel W, M und H sowie W,, Wy, und W,
sowie L und dessen Spurpunkte und viele weitere?!. Die folgende Graphik

zeigt die DARBOUX-Kubik.
Wy,

oW,

Cc

Man hat den Eindruck, dass die Kurve zu M symmetrisch ist, was sich mit Hilfe
eines CAS auch beweisen lasst. Daher liegen auch der BEVAN-Punkt V und
seine Begleiter V,, Vp und V. auf der Kurve.

21 https://bernard-gibert.pagesperso-orange.fr/Exemples/k004.html
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40.6 Spiegelungen an den Dreiecksseiten

Will man P=(U TV W) an c spiegeln, so bekommt man fiir den gespiegelten
Punkt P die Beziehung
Pl =2.pc —P:(u-w# +Z,ivew + 3 —cz).
Analog ist
pt) :(u-v“ +X i -b*rwev' +Za); p) :(—a2 cveut 4+ w-u”+2b)
mit den (in der Graphik rot ein-
getragenen) Spurpunkten

p@)
PS(C) =(u‘w” +3,vew' + 3 O) PO

Pz(b):(U‘V#'FZC:OZW‘V#'FZa) P

P =(0 cveut 3 w-u”+2b).

P©)

40.7 Die Spiegelbilder von H und W

Da H® auf der Hohe h, liegt, geht AH® durch H. Interessanter ist das Verhal-
tenvon W: Es ist

W(a)

(—a :b-(1+2-cosy): c-(1+2-cos[3))
w® =(a-(1+2-cosy): -b: c-(1+2-cosoc))
w (a-(1+2-cos[3) :b-(1+2-cosa): —c)

und
AW®@ =|:0:—C'(1+2'COSB): b-(1+2'COSY):|
BW® z[_c-(1+2-cosoc):0: a-(1+2-cosy)]
cW© :[_b.(1+2-cosa):a-(1+2-cosB) :0]

mit dem (in der folgenden Graphik rot gekennzeichneten) Schnittpunkt
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* a . b . c
1+2-coso. 1+2-cosp 1+2-cosy )|

C

w(@)

w(b)

wi(©)
Nicht immer sind die Ecktransversalen durch die Spiegelpunkte kopunktal.

Dies liefert Anlass zu einer weiteren interessanten Kurve:
40.8 Die NEuBERG-Kubik
Die Ecktransversalen CP(C), BP(b), AP®) sind nach dem Satz von Ceva genau

dann kopunktal, falls P=(u:v:w) auf der Kurve mit Neu(u, v, w)=0 liegt;
dabei ist

Neu(u, v, w):=(v-w# +Za)-(w-u“ +Zb)-(u-v#+§lc)

—(w‘v#+Za)-(u-w”+2b)-(v‘u“+26) .

Nach etwas Rechnung schreibt sich die Gleichung der NEUBERG-Kubik auch als

e, e, e,
u v w|=0
ut vtow'

mit den Koordinaten des Fernpunkts Eu der EULER-Geraden
Eu=(t-3-tana: t-3-tanB: t-3-tany)=:(e, :e, : e, )=X30
der EULER-Geraden HM. Stets ist die Gerade PP* zu HM parallel.
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Man sieht sofort: Liegt P=(U AV W) auf der Kurve, so liegt auch P* auf der

Kurve; diese ist also zu sich selnst isogonal konjugiert. Die zu Neu gehorige ku-
bische Kurve ist nach Joseph Jean Baptiste NEUBERG (1840 - 1926) benannt.
Auf ihr liegen W, Wa,, Wy, W, H, M, A, B und C und viele weitere Punkte??.

Die NEUBERG-Kubik besteht (wie die Hyperbel) aus zwei Teilen: einem ,einge-
dellten Ei“ und einer ,eingedellten” Gerade.

Man rechnet leicht nach, dass auch die beiden imaginaren Kreispunkte auf der
NEUBERG-Kubik liegen; es handelt sich also um eine Zirkularkurve.

Da die Kubik mit der Ferngeraden drei (nicht unbedingt reelle) Schnittpunkte
hat, gibt es neben den beiden imaginaren Kreispunkten noch einen weiteren,
der notwendigerweise reell ist und der zur ,,eingedellten” Gerade gehort.

40.9 Verallgemeinerung
Die Gleichungen der DARBOUX- und der NEUBERG-Kubik haben die Form
K A u
u v w|=0.Auf dieser Kurve liegen alle Fixpunkte der isogonalen Kon-

u* v* w*

22 https://bernard-gibert.pagesperso-orange.fr/Exemples/k001.html oder
www.eckartschmidt.de/Neubg.pdf.
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jugation, also A, B, C, W, W,, W, und W, sowie K=(K A u) , ferner die Spur-

punkte K, =(0: A :pt), K, =(k:0:p), K;=(k:1:0) von K. Die Kubik ist ent-
artet, falls K einer der Eckpunkte des Dreiecks ist.

Mit einem Punkt P liegt auch dessen isogonales Konjugat auf der Kurve; sie ist
zu sich selbst isogonal konjugiert.

41 Kopunktalitat von Loten

41.1 Das Kriterium

Die in den Punkten

E=(0:x:w), F=(y:0:2z), D=(v:u:0)
errichteten Lote sind genau dann
kopunktal, wenn

AD’ +BE* +CF* =DB* +EC* +FA’ gilt®.

A u D v R
Hieraus ergibt sich sofort ein anderer Beweis fiir die Kopunktalitat der Mittel-
senkrechten.

Ein Beweis des Lotkriteriums mit baryzentrischen Koordinaten verwendet,

dass das Lot in D parallel zu [—tanB tana: 0]=2[—t2 it 0] ist und die Form

[v-(t2 +t)r—ue(t, +ty)vety —u-tz] hat und weist nach, dass der Schnitt-

punkt zweier Lote auf dem dritten Lot liegt. Der Rechenaufwand ist nicht un-
erheblich.

41.2 Anwendung: Die Lucas-Kubik

Die DARBOUX-Kubik besteht aus den Punkten P, fiir die AP?, BP® und CP¢
kopunktal sind, bei denen also das FuBpunkt-Dreieck auch CEvA-Dreieck (eines
anderen Punktes Q) sind.

Bei der LucAs-Kubik ist es umgekehrt: Sie besteht aus allen Punkten P, deren
CevA-Dreieck auch Fupunkt-Dreieck (eines anderen Punktes Q) sind.

2 Ein Pythagoras benutzender Beweis findet sich etwa in Paul A. Clement (1958), The
Concurrency of Perpendiculars, Am. Math. Monthly 65 (8), 601-605.
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Das CevA-Dreieck von P=(U A W) besteht aus den Punkten
E=(0 A W),‘ F=(U :0: W); D=(U A 0). Die in D, E, F errichteten Lote sind
genau dann kopunktal, wenn 0=AD? —DB’ +BE> —EC’ + CF* —FA’ gilt, wenn

also
(v-cj2 (u-cj2 (w-a)z (v-a jz (u-b jz (w-bj2
0= - + — + —
u+v u+v W+V ERY u+w u+w
_@ VUL 2 WV, U
u+v V+Ww W+u
bzw.
Luc(P)zZa-u-(vz—w2)+2b-v-(wz—u2)+2c-w-(u2—v2)=0
bzw.
1/u 1/v 1/w
s 3 3 |=0
u v w
gilt.

/A L B

Man sieht sofort, dass A, B, C und S auf der Kurve liegen, ferner tun es u.a.
auch H, G, N, L. Liegt P auf der Kurve, so tut es auch sein isotomes Konjugat.
Man kann die Lucas-Kubik als isotome Kubik bezeichnen.
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Die Kurve schneidet BC fir U=0, was auf die Punkte B und C sowie auf
Y, -w=2X_-v=0 und damit auf

(0:%,:%,)=(0:c-cosP:b-cosy)=(0:cotf :coty),

dem Spurpunkt von T]_l (F)=(C0t0t :cotf: COtY) , dem isotomen Konjugat
von H, fuhrt.

A ]\

41.3 Verallgemeinerung
K A u
Die Gleichung der LucAs-Kubik hat die Form | u v w |=0. Auf dieser
1/u 1/v 1/w

Kurve liegen alle Fixpunkte der isotomen Konjugation sowie K=(K A u),

ferner die Spurpunkte K, =(0: A : ), K, =(k:0:p), K;=(k:1:0) vonk.
Mit einem Punkt P liegt auch dessen isotomes Konjugat auf der Kurve; sie ist
zu sich selbst isotom konjugiert.

42 Der Abstand zwischen zwei Punkten

42.1 Erste Abstandsformeln

Fir die Abstandsberechnung kann man das cartesische Koordinatensystem so

0 C cosa
wahlen, dass A= ; B= ; C=b-| ist. Mit p:=p, +p, +p; gilt dann
0 0 sinal
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p,-A+p,-B+p,-C 1 (P,-C+p,-b-cosa
P=(p,:p,:py)=t—2——2—==|" 7 :
p p p, -b-sina

Nun lasst sich das Quadrat des Abstands zwischen p=(p, :p, : p,) und

Q=(q1 :qz . q3) mlt q::q1+q2+q3 und

D=(d, ; d, ;d3):=(&—i ;P G p_3_q_3j berechnen zu
P 9 p 9 p A9

2

Po %y P % | p.cosal 2
b q P q _(dz-c+d3-b-cosaJ
B d,-b-sina
(pi—ij-b-sinoc ’
P qQ
=d;-c*+2-d,-d,-b-c-cosa +d; -b?

Man beachte, dass die Koordinaten von D nicht mehr homogen sind! Daher
werden sie nicht durch ,,:“, sondern durch ,;“ getrennt.

PQ’ =

Der Formel fehlt es noch an Symmetrie. Wegen 2-b-c-cosa=b*+c’—a’ und
wegen d, +d, +d, =0 folgt

IPQ*=—d, -d,-c*~d,d,-a’ —d, -d, -b’|

Py . P, . Ps
p1+p2+p3 p1+p2+p3 p1+p2 +p3

und mit Pozz[ ) schlieRlich

PQ2=—Um(P°—Q°) mit Um((x:y:z)):zaz-y-z+b2-z-x+c2-x-y .

Der formal gebildete Punkt D=P° —Q° liegt auf der Ferngeraden. Dort ist Um
negativ, was das Minuszeichen in der Abstandsformel erklart.
Da D=P°-Q°, P und Q kollinear — D
sind, ist D der zur Geraden PQ geho-
rige Fernpunkt. .
Man beachte, dass Um((k-u SAV k-w)):k2 -Um((u PV w)) gilt. Bei-
spiele:

Fir P=A und Q=B ist AB’ =—Um((1;—1 ; 0))=c2.
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Fir P=A und Q=c'=(1:1:0) ist AC? :—Um((1 ; 1 ; Oj]:i,
2 2 4
Eine leichte Rechnung ergibt:
PQ’ =-Um(P°-Q°)
=-d,-d,-c¢*~d,-d,-a’—d,-d, -b?
:_[&_q_l}(p_z_q_z)cz_
P q p g

p1 pz 2 q1 qz 2 +p1'q2+q1'p2‘ 2

————— c—-——+-—“2%c c +...
p P qa q p-q
Um(P) Um . .
| Um()_Um(Q) it taps oy o
p q P-q

Es bietet sich die Abklirzung

P<aC),::(|°1'qz+|:’z'0|1)'C2+(pz'Cbz-'-pa'qZ)'az+(p3'ql*’F’l'qa)'b2 an; damit
‘P-q
ist PoP=Um2(P)=Um(P°) und

P

PQ*=—PoP-QeQ+2-PoQ=-Um(P°)-Um(Q’)+2-P-Q|.

Insbesondere ist Um(A)=Um(B)=Um(C)=0, wie es auch sein muss, da A, B
und C auf dem Umbkreis liegen.
Fir P=(p, : p, : p,) mit p:=p, +p, +p, ist

2 2
PA2=—Um(P°)+—b P ¥C Py
p
c’-p,+a’-p
PB’ =—Um(P®)+ —1——2
p
2 2
pczz_um(po)_,_w
p

bzw.
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PA2=—Um(P°)+M
p
_ 2P, P; b’ P, P, P, P, +b7 Py (P, 4P, +P;)+C P, (P P, +P)
p2
_—az-pz-p3+b2-p3-(p2+p3)+c2-p2-(p2+p3)
- >
_Z,p,-p;+b’-p+c’p)
- >
_2-b-c-cosa~p2-p3+(b-p3+c~p2)2—2-b~c-p2-p3
pZ
_(b-p3+c-p2)2—2-b-c-p2-p3-(1—cosoc)
p2

2 . A
(b-p;+c-p,) —4~b-c-p2-p3-sm2?

2

p

42.2 Anwendung: Zum Satz von SEGNER und ein Trigo-Lemma

s Ist H der Hohenschnitt, so ist
. b-cosa
sinf= ,also
AH
AH= b-cosa =2-R-cosa und
sinf3
damit
H
; AH _ BH _ CH —9.R
cosa  cosf} cosy
nach Johann Andreas SEGNER
4 B\ (1704-1777).
]\ b-cos(a) ]§

Um dies Ergebnis mit der Abstandsformel zu bekommen, ist ein trigonometri-
sches Lemma hilfreich, das auch fir sich interessant ist. Es ist
2

|cos cx+c052B+coszy+2-cosa~cos[3‘cosy:1

’

denn wegen cosa =sinf-siny —cosf-cosy schreibt sich die linke Seite als
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sin’ B-sin2 y—cos2 [3-cos2 3(+cos2 B+cos2 Y
= (1—cos2 [3)-(1—cos2 y)—cos2 [3-cos2 y+cos2 B+ cos? Y

=1
Mit T:=tana +tanf+tany=tanca-tanf-tanf ist

_ X, -tanP-tany+b’-tan’y+c’ -tan’ B

FA?
TZ

2-b-c-cosa b? ¢

= + 2 2 + 2 2

T-tana tan“a-tan“f tan“a-tan’y

4.R?

=— -(2-cos[3-cosy-cosa+coszB+coszy)
tan’ a
4.R?

=— ~(1—c052a)
tan” a

=4-.R*-cos’

Der Weg liber die Abstandsformel ist unstrittig aufwandiger als der erste ele-
mentar-geometrische Weg, hat allerdings zu dem oben angegebenen trigono-
metrischen Lemma gefiihrt.

42.3 Ein zweiter Weg zum Umkreismittelpunkt

Die bisherigen Abstandsformeln liefern einen anderen Weg zum Umbkreismit-
telpunkt:

Soll  AP?=BP?=CP’ sein, muss b®-p, +c*-p, =c>-p, +a’-p, =a*-p, +b*-p,
gelten, was nach kurzer Rechnung zu

(p,:p,:p,) =(tanB+tany:tany + tana:tana + tanB) =M fihrt.

42.4 Zwei weitere Abstandsformeln
Die Abstands-Formel lasst sich noch umformen. Wegen d, +d, +d, =0 ist
~2-d,-d, = +d2 —(d, +d,)’ =d? +d3 ~d?,
und man erhalt die Beziehung
2-PQ° =(d +d} —d} )¢ +(—df +d; — 3 )-a” +(d} —dy —d} )-b?

=[5, + T, + 2T =2-PQ]
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Wegen
PA2=—Um(P°)+—b2'p3+Cz'p2
p
c-p, +a’-
PB? = —Um(p°) + P12 Ps
p
PC’ =—Um(P°)+° b, +b7-p,
p
ist
Um(P) Um(Q
PQ’ =- 2( ) E )
p q
+p1'qz+q1'p2 'C2+p2 'q3+q2 ‘P ‘a2+p3'q1+q3'p1 .bz
pP-q pP-q p-q
_ Um(P) Um(Q)
p’ q’
q
+q_1.(p3.bz+p2.cz)+q_2.(p1.c2+p3.az)+_3.(p2.az+pl.b2)
pq  —— — °> pq—_ > pqg— 7
p-(PA2+Um(P°)) p-(PBz+Um(PO)) p-(PC2+Um(PO))

=-Um(P°)-Um(Q°)

+%-(PA2 +Um(P°))+%2-(PBZ +Um(P°))+%-(PCZ +Um(p°))

=|-um(Q®)+2pa? + %.pg? + B.pct =pQ?
q q q
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42.5 Anwendung: Abstand zwischen den Ankreismittelpunkten
Wegen
Um(W, Um(W
(WbWC)ZZ_ (2 b)_ (2 C)
Gb Gc
+p1'q2+pz’q1 ‘c2+p1'q3+p3'q1 'b2+p2.q3+p3‘q2 ‘az
Gb'cc Gb‘Gc Gb'Gc
a-b-c ab-.c a-b-b-a , -ac+ca,, b-c+tcb ,
= + + C+ b+ -a
Gb Gc Gb.cc Gb.Gc Gb.Gc
a-b-c a-b-c a-b-c
= (o, +0,+2-a)=————4-a= 4-a
G, O, -3, +2-b-c 2-b-c-(1-cosa)
2.
2.sin?
ist [W, W, = —
sin—
2

Das hatte man auch rein-geometrisch sehen kénnen:

Die blauen Strecken haben
alle die Lange
—-a+b+c
S,:=———, dieroten
2
Strecken haben alle die
} a—b+c

Lange s, :=———, die
2

griinen Strecken haben alle
at+b-c

die Lange s, := .
g 2
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In dem getdnten Dreieck, das CW, als Hypotenuse hat, ist sin1= >b , also
a

ist CW, = >b ; analog giltcw, = a_ und damit
sin— sin—
2
+ .
W, W, =3a%% szawb . Analog ist (W, W, = 2
.Y .Y .
sin— |sin— sin—
2 2 2

Wegen c=2-R'siny=2-R'2'sin%'cos% gilt auch

Wawb=4.R.cos% :

Diese Formeln stimmen mit den vorherigen Gberein wegen

4-b-c-sin2%:2-b-c-(1—c050L):2-b-c—b2—cZ+a2 :az—(b—c)z =0y, Op .

42.6 Anwendung: Abstand zwischen In- und Ankreismittelpunkt
Wegen
Um(W) Um(W b-a- b- .c—a-
2__ m( ) m( a)_i_ab ab‘cz+2bc‘a2+ac a-c

WW, - b’
(ww,) 2 o’ G0, G0, G0,
a-b.c a-b-c 2-a-b-c a-b-c
=— + + a= (-0, +0+2-a)
c c, G o, X, +2-b-c
b- 2.3°
= a ¢ .4.a=—a
2-b-c-(1+cosa) 9. o2 &
ist [Ww, =—
a
cos—
2

Der elementar-geometrische Weg verlauft wie folgt:
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Die blauen Strecken ha-
ben alle die Lange

—-a+b+c
s,:=——, die roten
2
Strecken alle die Lange .
a—-b+c
S, = , die griinen

Strecken alle die Lange
_at+b-c
c’ 2

|

A B

o O
Im Dreieck mit AW als Hypotenuse ist COSE zﬁ, im Dreieck mit AW, als

. a G . a+b+c
Hypotenuse ist cos— = mit o= 5 .

a

Dann ist WW, =AW, —AW=—2——-%a__|_ % _yw,

a a a
COS— COS— |COS—
2 2 2

Wegen c=2-R-siny=2-RQ-sin%-cos% gilt auch

WWa=4~R-sin% :

42.7 Anwendung: Abstand zwischen In- und Umkreismittelpunkt

Fur M:(az-Za :bz-ZtJ :cz-Ec)::(m1 imy :m3) mit

m:a2-2a+b2-2b +c2-2c :2-(a2-b-c-cosoc+b2-c-a-cos[3+c2-a-b-cosy)

2-A
=2-a-b-c-(a-coso+b-cosp+c-cosy)= 2-a-b-c-T:m

und
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Um(M)=a®-b?>-c®-2y - +..=a> -b%-c? (- B¢ +...)

=a’-b%-c*-4-(c-a-cosB-a-b-cosy+..)

a
=a3-b3-c3-4~cosoc-cos[3-cosy- +...
cosa

:a3-b3-c3-4-cosoc-cos[3-cosy-2-R-1:

:8.R.a3.b3.c3.sina.sinB.siny:S.R.ag.b3.c3.i.i.i
2-R 2-R 2-R
4,4 4
.b*.
=22 € _la2.p%.c2.16-A% =Um(M)
R2
sowie fiir W:(a th: C) mit w=c und
Um(W)=a2-b-c+b2-c-a+c2-a-b=a-b-c-0
ist der Abstand zwischen M und W gegeben durch
WMZ:_Um(ZW)_Um(ZM)Jra-mZ+b-m1'C2+a-m3+c-m1.szrm
w m w-m w-m
a-b-cco a’-b?-c?-16-A*> a-b-(a+b)-m;+b-c-(b+c)-m, +...
=- - +
2 2
° 16'az'b2‘C2‘A7 G4abcé
R? R
__abe oo a-b-(a+b)-c*-Z +b-c:(b+c)-a’ 2, +...
- c G-4-a-b-c-A
_abc oop (a+b)-c-Z +(b+c)-a-3,+(c+a)-b-Z,
- c c-4-A
-b- ac(Z_+Z )+...
__a b ¢ _R'4R. ( c a)
c c-4-A
2 2 2
_.a b C—R2+2-R-a c-b®+a-b-c+b-c-a
c c-4-A
:_a'b'c_RZJrR ab_c:_w_RerR.z R:R2—4 AR
c -A c c

I
X
N
|
N
©
e
I
<
N
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Das hatte auf anderem Weg schon EULER gefunden. Insbesondere das letzte
Beispiel zeigt, dass man Abstande zwar mit baryzentrischen Koordinaten aus-

rechnen kann, es jedoch nicht unbedingt tun sollte. Ein synthetischer Beweis
ist etwa der folgende?*:

Esist cwzi.
sinl

Die Gerade CW trifft den Umkreis
wieder in X.

Das Dreieck ABX ist gleichschenklig,

. C
und wegen siny =—— st
g Y >R

xA—xg— /2 _Resiny_, o g
COS% COSX 2

Der blaue Winkel bei W hat die GroRe 180°—(90°—%j—(90°—%j =% und
damit dieselbe GroRe wie der blaue Winkel bei B.

Daher ist XW=XA=XB, und A, B und W liegen auf einem Kreis um X.
C

Nach dem Sehnensatz ist
EW-WD=XW-WC bzw.

(R+d).(R_d)=z-R.sm§.L

2 angeregt durch Yiu 2005, Elegant Geometric Constructions, in: Forum Geo-
metricorum 5, 75—-96. Weitere synthetische Beweise finden sich in Miiller-
Sommer 2022: Entdeckungen im Umfeld der Abstandsformel von EULER und
CHAPPLE, in: Der Mathematikunterricht 68 (4), 17-31.
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42.8 Abstiande auf Hohen

Hier schlagen wir gleich einen geometrischen Weg ein:

sino ="~ 10 1o [AH-HD = CH-HF].
AH CH

Die Frage ist, wie grof} dieses Produkt

ist.
. b-cosy
Wegen sinp = ist
& P CH
b-cosy
CH=—=|2-R-cosy=CH|.
sinf
o]
A
Fernerist CF=b-sina , also
. —cos(a+ ino-sinB— .
CH_ b-cosy _—c (o B):smoc sinB—cosa cosB:l—cota-cotB.
CF b-sina-sinB  sino-sinf3 sina-sinf3

. CH CF-HF HF _ HF
Andererseits ist — = =1-—— und somit — =cota-cotf, also
CF CF CF

HF =CF-cota -cotf =b-sina-cota - cotP
=2-R-sinB-sina-cota - cot

=|2-R-cosoc~cosB=HF|

und damit CH-HF:(Z-R)2 -coso.-cosP-cosy]|.

42.9 Besonderheiten bei der Abstandsmessung. Isotropie

Auf der Geraden durch A=(1 :0: 0) und den imagindren Kreispunkt

K* =(—a ‘b-e™™ :c-e"B) liegt A'=[0 : E-e"’y :E-ei'ﬁj (mit normierten Koor-
a a
dinaten). Fiir den Abstand zwischen A und A’ braucht man
b _: c .
d,=-1; d,=—-e"; d, ==-e"” und erhilt wegen
a a

e .e® =(coso+i-sina)-(cosB+i-sinp)
=cosa-cosB—sino-sinB+i-[sina.-cosP+sinf-cosa]
=—cosy+i-siny

= _e—i~y
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das Uberraschende Resultat:

AA|2 Z_dl'dz'Cz_dz‘da'az_dg'dl'bz =C2'E'eii'y+b2'£‘eiAﬁ_b'C'ei.(ﬁiy)
a a
:ﬂ.e_i'y.I:c_{_b.ei'(ﬁ-“/)_a.ei'ﬁ]:ﬂ.e_i'y.[c_b.e_i‘a_a.ei'ﬁ]
a a

b
=80 e ~[c—b‘(cosa—i-sina)—a-(cosB+i-sinB)]=0
a
Es gilt sogar: Jede Gerade durch einen der imagindren Kreispunkte ist isotrop:

Der Abstand zweier Punkte auf einer solchen Geraden?® verschwindet.
43 Vierecke und deren NEWTON-Gerade

43.1 Riickfiihrung auf ein Dreieck

ABCD sei ein Viereck,
bei dem keine zwei
Gegenseiten zueinan-
der parallel sind.

AB und CD schneiden
sichin P,

AC und BD schneiden
sichin Q,

AD und BC schneiden
sich in R.

Man nehme nun PQR als Bpezugsdreieck. IstAD=(u AV W), so ist B
A=(u:v:-w); B=(u:-v:w); C=(-u:v:w).
Ferner ist AB=[0:w:v] und CD=[0:w:-V], also P=(1:0:0)
sowie AC=[w:0:u] und BD=[-w:0:u], also Q=(0:1:0)
sowie AD=[v:—u:0] und BC=[v:u:0], also R=(0:0:1),

25 F, Klein: Vorlesungen iiber nicht-euklidische Geometrie, Nachdruck 1968, Berlin:
Springer, S. 131 ff.
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43.2 Die NEwTON-Gerade eines Vierecks

ABCD sei ein Viereck, bei dem keine zwei Gegenseiten zueinander parallel
sind.

R
.o

Der Mittelpunkt von AC ist J=(u2 —u-w:—v2 i w? —u-w); der Mittelpunkt

von BD ist Kz(u2 +uew:—v i w? +u‘W). Der Mittelpunkt von PR ist

L=(1:0:1).
Die drei Mittelpunkte J, K, L liegen auf der nach Isaac NEWTON benannten Ge-
raden® [vz:u2 —w2:—v2]

Der (griine) Mittelpunkt
A+C B+D A+B C+D A+D B+C
+ + +
7 3*K__2 2 _ 2 2 _ 2 2

2 2 2 2
ist trivialerweise auch Schnittpunkt der Verbindungsgeraden gegeniiber lie-
gender Seitenmittelpunkte.

26 Mehrere synthetische Beweise finden sich in J.-L. Ayme: Méthodes & techniques en
géomeétrie a propos de la droite de Newton. 2003 Paris: Ellipses Edition.



