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Cartesische Ovale

als Verallgemeinerungen der Kegelschnitte
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1. Worum geht es?
Cartesische Ovale sind Verallgemeinerungen der Kegelschnitte.

Die Punkte einer Parabel haben zu einem Brennpunkt und zu einer Leitgerade gleichen Abstand.

Die Punkte einer Ellipse oder einer Hyperbel haben zu einem Brennpunkt und zu einer Leitgeraden
ein konstantes Abstandsverhaltnis.

Ellipse und Hyperbel lassen sich bekanntlich auch dadurch charakterisieren, dass ihre Punkte zu
einem Brennpunkt und einem Leitkreis gleichen Abstand haben.

Die Punkte der cartesischen Ovale haben zu einem Brennpunkt und einem Leitkreis ein konstantes
Abstandsverhaltnis. Cartesische Ovale lassen sich auch dadurch charakterisieren, dass ihre Punkte zu
zwei Kreisen ein konstantes Abstandsverhaltnis haben.

Cartesische Ovale haben drei Brennpunkte (von denen zwei zusammenfallen kénnen). Sie sind
dariiber hinaus anallagmatisch, d.h. sie gehen bei einer Kreis-Inversion in sich tber, und das sogar in
mehrfachem Sinne.

Sind zwei Brennpunkte G und F gegeben und bezeichnet XY den (vorzeichenlosen) Abstand zwischen

den Punkten X und Y, so bestehen cartesische Ovale aus allen Punkten P mit |0c-GPirB-FP=y-GF

oder [o0.-GP—B-FP=1y-GF

; sietreten also (im Gegensatz zu Kegelschnitten) stets paarweise auf.

DESCARTES war auf die Ovale durch ein Linsenproblem gekommen; dieser Weg wird hier nicht verfolgt.
Allerdings wird (in Abschnitt 6) gezeigt, dass es zwei Punkte G und H gibt, so dass alle von G
ausgehenden Lichtstrahlen sich nach Durchgang durch ein (passendes) cartesisches Oval sich in H
versammeln.

2. Erste Uberlegungen
Die sich ergebenden Ovale mit|oc-GPJ_rB~FP=a=y-GF| oder |a-GP—B-FP=iy-GF sind symmetrisch

0 f
zur durch G:(OJ und FZ(O] gegebenen Achse.

Fir y=a ist GPiE~FP=GF bzw. GP—E‘FPziGF, und diese Gleichung wird durch P=F erfiillt, so

o o
dass F auf der Kurve liegt. Fiir Y= liegt G auf der Kurve.

Ist o-GP+ o -FP=v-GF, bekommt man fir y > a eine Ellipse.
Ist o-GP—o-FP==xy-GF, bekommt man fir y<a eine Hyperbel.

Die Kegelschnitt- Falle seien daher ausgeschlossen.

Ist a =B =y, so bekommt man nur Punkte auf der Achse durch G und F; dieser Fall sei daher

ebenfalls ausgeschlossen.

Noch eine Bemerkung zur Nomenklatur: Da die cartesischen Ovale paarweise auftreten, besteht die
Kurve aus jeweils zwei Ovalen, von denen eines zu einem Punkt verkiimmert oder auch nicht mehr
reell sein kann.
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3. Erinnerung an den Apollonius-Kreis
Ersetzt man ,gleicher Abstand zu zwei Punkten” durch ,gleiches Abstandsverhéltnis zu zwei
Punkten”, muss man von einer Mittelsenkrechten zum Apollonius-Kreis tibergehen:

P Die Mittelsenkrechte zu FL besteht aus allen Punkten P
> mit E =1.
PF

Der Apollonius-Kreis zu FL besteht aus allen Punkten P,
PL
deren Abstandsverhaltnis oF einen konstanten Wert p

hat. Im Bild links hat der rote Kreis n=1,2 und der blaue
u=0,8.

4. Konstruktion der Mittelpunkts-Kegelschnitte
Eine Ellipse besteht aus allen Punkten E, die zu

0
einem Kreis um Gz(oj mit Radius p und

f
einem Brennpunkt F:[Oj' der innerhalb des

Kreises liegt, den gleichen Abstand haben.

Ist , so ist .

Mit ,, Abstand zum Kreis” ist der minimale
Abstand gemeint.

Das fuhrt zur Konstruktion: K wandere auf dem
Kreis. Ist E der Schnittpunkt von GK und der
Mittelsenkrechten zu FK, so hat E den gleichen
Abstand zu K und zu F.

Esist EF=EK=p—EG und damit

EF+EG=p=w-f| mit w>1, und das ist die

Ubliche Ellipsen-Eigenschaft.
Die Mittelsenkrechte zu FK ist Tangente in E.

Liegt F auBerhalb des Kreises und lbertragt
man die Konstruktionsvorschrift der Ellipsen,
bekommt man eine Hyperbel.

Ist ,so ist nun |w<1].

Flar Hyperbelpunkte H auf dem rechten Ast ist
HF =HK=HG—p, und fir Hyperbelpunkte H auf

dem linken Ast ist HF=HK=HG+p und daher

FH-GH=1tp=1w-f| mit w<1. Das ist die

Ubliche Hyperbel-Eigenschaft.

Die Ubertragung der Konstruktionsvorschrift
fihrt dazu, dass auf dem linken Ast ist der
,Abstand zum Kreis” der maximale Abstand ist.
Die Mittelsenkrechte zu FK ist Tangente in H.
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Im Folgenden wird bei der Konstruktion die Mittelsenkrechte durch einen Apollonius-Kreis ersetzt.
Vorab noch eine Erinnerung an die beiden wesentlichen Parameter:
5. Die Parameter u=PK/PF und w=p/f
P Der Apollonius-Kreis zu F und K besteht aus allen
Punkten P mit %:M #1.
PF
P L . 1
Links ist p=2, rechtsist p=—.
K H H=3

Alle Punkte, die zu einem Brennpunkt F und zu einem Leitkreis um G mit dem Radius p gleichen
Abstand haben, bilden eine Ellipse, wenn F innerhalb des Leitkreises liegt, und eine Hyperbel, falls F
auBerhalb des Leitkreises liegt.

Ist , so ist w>1 fir Ellipsen und w<1 fir Hyperbeln.

Links ist EK=EF, rechts ist HK =HF sowohl fiir die roten Punkte als auch fur die blauen Punkte.

Im Folgenden werden die von Ellipsen (w>1) herriihrenden Falle fiir verschiedene Werte von
(u<l<w, 1<p<w, 1<w<p) sowie anschliefend die von Hyperbeln (w<1) herriihrenden Falle gesondert
betrachtet. Der erste Fall (Ellipsen mit pu<1) wird ausfihrlicher behandelt; da die Methoden auch fir
die weiteren Félle zum Ziel fihren, werden dann nur die Ergebnisse angegeben.
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6. Ellipsen (p<i<w)
0

Wir haben einen Kreis um G =(0

J mit dem Radius p, und auf diesem Leitkreis wandert der Punkt K.

f
2 Bei der Ellipse liegt der Brennpunkt F :(OJ

innerhalb des (schwarzen) Leitkreises um G mit
‘ dem Radius p=w-f (w>1).
’ Man bekommt Ellipsenpunkte als Schnittpunkte
von GK mit der Mittelsenkrechten zu KF. In der
Verallgemeinerung bekommt man
Kurvenpunkte als Schnittpunkte von GK mit

dem (roten) Apollonius-Kreis zu zu F und K mit

PK
oF =u . Da GK den Apollonius-Kreis zweimal

schneidet, sind fiir jeden Kreispunkt K zwei
Kurvenpunkte | und A zu erwarten.

Kl -Gl
Es ist u=ﬁ=% bzw. [Gl+p-Fl=w-f| und
_KA_GA-—p
FA FA
Durch |GP£u-FP=w-f| werden alle Punkte P auf den Ovalen beschrieben.

bzw. [GA—p-FA=w-f|.

ﬂ ist ﬂ:£’ daher halbiert FK den Winkel IFA.

i
KA FA

Fl
Wegen u=—-=
gen I

Man hat fiir jeden Punkt K auf dem (diinnen
schwarzen) Leitkreis um G die vom duReren
Oval ausgehend die Reihenfolge AKIG.

Die obigen eingekastelten Formeln sind daher
allgemein gultig.
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Beriihrung des Apollonius-Kreises und Tangenten
Offenbar beriihrt der Apollonius-Kreis die Ovale in | und in A.
Warum ist das so?

Fl_FJ
Ist J ein weiterer Punkt mit “:ﬁzﬁ , S0 ist der Abstand von J

"‘ zum Leitkreis kleiner als IK, daher kann J nicht auf dem Oval

liegen.

Oval und Apollonius-Kreis haben daher nur einen Punkt
gemeinsam.

Analog argumentiert man fir A.

Aus der Berihreigenschaft folgt die

Tangentenkonstruktion. Markiert sind
jeweils die Mittelpunkte der Apollonius-
Kreise.

Parametrisierung

Wendet man in den Dreiecken GFA und GFI den Cosinussatz an, bekommt man eine
Parametrisierung der Ovale:

Fir jeden Punkt P auf den Ovalen gilt FP2 =2 +GP? —2-f-GP-cosa und andererseits

2 2 2
1 — . —
FP=+—-(p—GP), also |gP? —2.Gp. = X% ¢ [T TH g2 g,

> 5 (*)
u 1-p 1-—p

Die Diskriminante

w—p?-cosa 2 , (uz—wz) o Sinz(l'(l—uz)-i-(W—COSOL)z
1-p 1-p (1_H2)
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dieser quadratischen Gleichung ist wegen pn<1 stets positiv, es gibt daher fiir jeden Wert von a zwei

Loésungen.

w2 _Mz

1-p
wegen w>1 und wegen 0<u<1 positive
Konstante.

Die (von a abhdngigen Punkte) A und | gehen
somit durch Inversion am (violetten) Kreis um G

w? -2
mit dem Radius |rg =f-, [———| auseinander
1-n

hervor: das innere Oval ist Bild des dufleren
Ovals bei der Kreis-Inversion und umgekehrt.
Eine Kurve, die bei Kreis-Inversion auf sich
selbst abgebildet wird, heilt anallagmatisch®.

Insbesondere ist GA-Gl= 2 eine

Der Inversionskreis um G fiihrt zum dritten Brennpunkt
Invertiert man auch F am (violetten) Kreis um G

& mit dem Radius rg =+/GI-GA , so gelangt man

I zum Punkt H.
Der blaue Kreis ist der Umkreis von A, | und F.
Aufgrund des Sehnen-/Sekantensatzes ist
H GI-GA=GF-GH.

Gl GH
Nun kommt eine schéne Beobachtung®: Wegen GA-Gl=GF-GH ist aza Diese Beziehung liefert

Gl GF
zueinander dhnliche Dreiecke. Man hat wegen @:a noch zwei weitere zueinander dhnliche

Dreiecke.
H
Aus |Gl+p-FI=w-GF| folgt die Relation GH+p-HA=w-GA
1
baw. [GA—H a= L .GH.
w w
G F G A

L aMaypa, der Wandel. Allgemeine Eigenschaften anallagmatischer Kurven finden sich etwa in K. Fladt (1962):
Analytische Geometrie spezieller ebener Kurven. Frankfurt/M: Akademische Verlagsgesellschaft.

2 nach H. Schmidt (1949): Ausgewihlte héhere Kurven. Wiesbaden: Kesselringsche Verlagsbuchhandlung.
Leider beschrankt sich dieses Buch auf den in Rede stehenden Fall.
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Aus [GA—p-FA=w-GF| folgt die Relation GH—p-HlI=w -Gl

1
bzw. |Gl+E HI==.GH| . A
w w

G A G H
Nennt man G und F Brennpunkte, so ist auch H ein Brennpunkt.
2.2 2 2
Wegen GA-Gl=GF? - L —GF-GH ist |GH=GF-"—"_|. Daher ist
1-p 1-p
2 .2 2
FH=GH-GF=GH=GF-——_—GF=""— 21-GF und
1-p 1-p
2 2 2 2 2 2
GH-w* -GF= W -GF= 5 -GF= 5 -GF=p”-FH, was zu den
1-p 1-p 1-p
folgenden Streckenverhaltnissen fihrt: Wegen F.(Wz _“2)=(W2 —1)-G+(1—u2)-H ist
¢ : $ (1w ) (w i)
1-p? w2-1 H= > :
1-—
1)

Die Kreise durch F und H schneiden Gl in A bzw.
schneiden GAin I.

Auch der Inversionskreis um F fiihrt zum dritten Brennpunkt
Zu jedem Punkt | des inneren Ovals schneidet
Fl das duBere Oval in I'. Wegen

GP =f2 +FI> —2-f-Fl-coso

GI'2 =f2 +FI'+2-f-FI'coso
und wegen
G|+MF|:Wf, GlI_H‘H':W'f

ist
2
Tl — 1_
F2+2-f-F R0 2 2T g
1-pn 1-p
2
ol — 1_
A B
1-pn 1-p
Flund —FI' erflllen dieselbe Gleichung, und es
2
-1
ist FI-FI'=f2. 25—

1-p
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w2—1

1—p2

I geht daher aus | durch Inversion am (griinen)Kreis um F mit Radius | =f- und

anschlieRender Spiegelung an F hervor. Die Kurve ist somit in doppeltem Sinne anallagmatisch.

Bei beiden Inversionen wird das innere Oval auf das dulRere abgebildet und umgekehrt:

(9(2

A Man bekam den dritten Brennpunkt H durch
Inversion von F am (violetten) Kreis um G mit
2.2
GI-GA -
GH= Ay
[ GF 1-p
Invertiert man G am (griinen) Kreis um F mit

. 2
FIFI'=FG-FH' soist FH'= T _g. W —1
G F FG 1_H2

w2—1

1—;,L2

Oben wurde FH=

-f berechnet, so dass

T H=H"ist.

Der Inversionskreis um H

Ist | auf dem inneren Oval, so schneidet IH das innere Oval wieder in J, und IH und JH erflllen beide

2 2 2
—w2. —1 -1
H ";’ C‘;ST-HHV‘; ~-GH? =0, 50 dass IH-JH= w :
we—p w—p we—p

die Gleichung IH? +2-GH- .GH? =0 gilt.

HI schneidet das duere Oval in A und B; beide Punkte erfiillen die Gleichung

2

1-w w2—1

2

J’— .
HAZ +2.HA-GH. 2 ‘;’ CgST+GH2 =0, 50 dass HA-HB=GH? - ——— gil.
no—w o —w wo—p
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| und J sowie A und B gehen daher durch eine
Spiegelung am (grauen) Kreis um H mit dem

Radius
2
-1
rH:GH —W
2 2
w—u
2 2 2
:f.\/W —H ‘\/W _1:rH
1—},L2
hervor.

Damit haben die beiden Ovale drei
verschiedene Inversionskreise, sind also sogar
in dreifachem Sinne anallagmatisch.

Die Radien der Inversionskreise hdangen zusammen, denn es ist |rg - =f-1y].

Bei der Inversion bzgl. des Kreises um H wird das innere Oval auf das innere abgebildet und das
dulere Oval auf das duBere:

@ H

Eine optische Anwendung
Fir p<1l<w wird jeder Punkt P des inneren Ovals durch PG+p-PF=w-GF beschrieben. Mit dem

1) oo )

l—uz

ist (WGP +p-HP =GH|.

dritten Brennpunkt H=

Man kann P auch wie folgt
beschreiben: Man hat einen Kreis

’ um G mit dem Radius pzﬁ. Der
w
‘ Punkt H liegt auBerhalb dieses
Kreises.

GP schneidet den Kreis in L.
P liegt auch auf dem Apolloniuskreis

PL
zu Hund L mit ﬁzﬂ wegen

w

Te

GH
PL W
L E— T
w PH  PH
W-PG+p-PH=GH.

-PG
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Insgesamt hat man das folgende Bild:

“N\

@

Ein von H ausgehender Lichtstrahl trifft die Linse, deren Material den Brechungsindex 8=£(> 1)
1)

hat, im Punkt P; die Normale in P ist fett. Der Einfallswinkel ist blau, und der Brechungswinkel ist
grun.

X ist irgendwo auf der Verlangerung von HP. XY ist parallel zur Normalen in P mit PY=¢-PX. Im

Dreieck YPX ist , also sin(blau)=¢-sin(griin). PY ist demnach der gebrochene

sin(blau) _sin(griin)
X

Strahl. Auf PY liegt auch G, da die griinen Winkel gleiche GréRe haben.
Damit gilt:
Eine Linse mit dem

Brechungsindex €= w
n

werde im Querschnitt
rechts vom cartesischen
Oval mit

G H £-PG+PH=.GH

n
begrenzt und links von
einem Kreis um G.
Alle von H ausgehenden
Strahlen treffen sich in G,
und alle von G
ausgehenden Strahlen
treffen sich in H.
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Schnittpunkte mit der Achse GF

0 f +
Fur G:(OJ und Fz(o] schneidet das innere Oval an den Stellen f- p_vlv und das dullere Oval an
pn+

-ntw
-u+1

den Stellen f- die Achse GF.

»Unendlich ferne” Kreispunkte

X
Die Kurve enthalt die ,,unendlich fernen” Kreispunkte, denn mit P =(

) ist GP? =x° +y2 . Aus (*)
y

2 2 2
WZH €S (cp W TH GR2 =GP?+2.GP-u+v=0 und dann nach

folgt GP> —2-GP- :

1—u2 1-p

u=u(o) v

X
Homogenisierung ( jH(x 1y : 1) die Gleichung
y

GP? +v=-2-u-GP

2
(x2 +y2) +2-(x2 +y2)-v-z2 +v22t =4 -(x2 +y2)-z2
Die ,unendlich fernen” Kreispunkte (il v 0) liegen somit auf den Ovalen.

Von a zu 180°+a

Ersetzt man a durch 180°+a, so bekommt
man zwei weitere Losungen B und J (mit einem

anderen — nunmehr blauen — Apollonius-Kreis).
2 .2
A Wieder ist GB-G="—_-f* =GA-Gl.

t\‘ 1-p
’@ B und J gehen daher erwartungsgemals wieder

durch Inversion am Kreis um G mit dem Radius

w2 —p? .
auseinander hervor.

rG =f'
1-p
FL halbiert den Winkel JFB.
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Weitere Punkte
Man findet noch weitere Punkte auf den Ovalen?:

KF schneidet den Leitkreis in L.

GL schneidet Fl in U, und GL schneidet FA in V.
Da die Dreiecke FKI und LFV zueinander dhnlich
sind (das Dreiecke GLK ist gleichschenklig), ist

p—VG VL IK
=—=—=p,also [GV+u-FV=p|.
VF VF IF H = P

V erfillt dieselbe Beziehung wie |, liegt daher auf
dem inneren Oval.

Auch die Dreiecke FAK und UFL sind zueinander
GU-p =£=&=u und damit
FU FU AF

auf fuhrt; U erflllt dieselbe
Beziehung wie A und liegt somit auf dem duReren
Oval.

FL halbiert den Winkel UFV.

Sowohl die Dreiecke FKI und LFV als auch die
Dreiecke FAK und UFL sind jeweils zueinander
ahnlich, also auch FAI und UFV, so dass

E:g bzw. |FA-FV =FI-FU]| gilt, ebenso natirlich

FI
IGI-GA=GV-GU|.

ahnlich, was auf

Aufgrund der Umkehrung des Sehnen- /Sekantensatzes liegen
A, 1, U, V auf einem Kreis.

Statt von A und | auszugehen, hatte man auch von A und I
ausgehen kénnen.

3 Williamson, Benjamin (1912): An elementary treatise on the differential calculus, containing the theory of
plane curves, with numerous examples. London usw.: Longmans, Green, and Co., S. 375 f. Leider beschrankt
sich auch dieses Buch auf den in Rede stehenden Fall.
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7. Ellipsen (1<u<w)

Es ist u=&=p+AG bzw
AF AF
ln-FA-GA=w-f|

K p-IG
und p=—=2"2
H IF IF

_ u-Fl+Gl=w-f|.
A’\ Fir alle Kurvenpunkte P gilt daher

/’Vd [w-FPEGP=w-f].

Der (rote) Apollonius-Kreis berihrt
offenbar die Ovale.

AK AF
Wegen WZF ist FK AulRen-

Winkelhalbierende zu IFA.

Man hat fiir jeden Kreispunkt K auf dem
schwarzen Leitkreis die vom duReren Oval

ausgehende Reihenfolge AGIK, so dass die oben
eingekastelten Formeln allgemein giiltig sind.

/‘ Zur besseren Ubersicht wurden die Apollonius-

\,« ‘ Kreise fortgelassen.
("

Schnittstellen mit der Achse GF

0 f
Flr Gz( J und Fz[ jgilt:
0 0

. . ptw . ptw
Das innere Oval schneidet an den Stellen f- und das duflere Oval an den Stellen f-—— die

pn+1 p-1

Achse GF.

Parametrisierung
Wieder bekommt man eine Parametrisierung tGber den Cosinussatz: Es ist

—ar)
FI? :f2+GI2—2-f-GI-cosa:{p—j
n

p+GAj2
n

FA? =f2+GA2+2-f-GA-cosa=[

und deshalb
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2 2.2
G|2_2.G|.f.“cc2’ﬂ+f2.H . W _o
n -1 u -1
2 2 .2
GA?+2.GA-f R0 2 BT g
u -1 u -1
Gl und —GA erfiillen dieselbe Gleichung, somit
2 .2
ist GI-(-GA) =12 - baw.
ue -1
2 2
Gl-GA=f-*——t|>0.
pe -1
Fe Flr jeden Winkel a gilt daher:
$ Die von a abhdngigen Kurvenpunkte | und A
gehen durch Inversion am (violetten) Kreis um
G mit anschliefender Spiegelung an G mit dem
22
Radius |rg =f- w 5 E_| auseinander hervor.
ue -1
Der Inversionskreis um F
Es sei | auf dem inneren Oval. Fl schneidet das
duBere Oval in I. Dann ist
G =2 +F —2-f-Fl-coso = (w-f—pu-FI)
; Gl =f2 +FI2-2.f-FI"coso = (p-FI'—w-f)’
Fl und FI' erflllen dieselbe Gleichung
I —w- 2_q
F2+2-FF 220 R 2 T o
u -1 n -1

2

Daher ist FI-FI'=f2 .2
ue -1
Inversionskreis um F hat also den Radius

. Der (griine)

w2—1

w1

r,;=f-

Die Inversionen zu den Kreisen um G und um F bilden jeweils das innere Oval auf das daulRere ab und
umgekehrt.
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>%G T F

Der dritte Brennpunkt
Man bekommt den dritten Brennpunkt H,
indem man wieder GI-GA =GF-GH setzt und
wie im letzten Abschnitt vorgeht.

Dann folgt aus |p-FI+GI=w-GF| die

Beziehung |—p-AH+w-AG=GH

’

H und aus |p-FA—GA=w-GF| folgt

lnIH-w-1IG=GH|.

Wz_uz Wz_uz
Aus GI-GA:2—~f2 =f.-GH ist GH= -f ; die Graphik zeigt die Streckenverhaltnisse:

p =1 pe -1

o G F
W2'H2 HZ_I
(w2—1)~G+(u2—w2)-F
Wegen (WZ—1)-G:(u2—1)-H+(w2—u2)-F ist [H= 5 .
u- -1
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Die Kreise durch H und F schneiden Gl in A und GA in | und
umgekehrt.

Der Inversionskreis um H

H@

Auch hier geh6rt zum Zentrum H ein
(grauer) Inversionskreis, auch hier hat er

_GF
===
Bei dieser Inversion wird das innere Oval auf
das innere abgebildet und das duflere Oval
auf das duRere.

den Radius |ry




J. Meyer Cartesische Ovale 19

Von a zu 180°+a
Ersetzt man a durch 180°+a.,
gelangt man zu den Kurvenpunkten
B und J.
Es ist M:&:BG+p bzw
BF BF
lu-FB—GB=w-f|

JL p-JG
und HZJ_F:pJ—F bzw.

p-Fl+Gl=w-f|;
Auch B und J erfiillen daher

erwartungsgemal die Beziehung
ln-FP£GP=w-f|.

Weitere Punkte

Wie im letzten Kapitel findet man
auch hier weitere Punkte U und V auf
den Ovalen: FK schneidet den

Leitkreis wieder in L. Dann ist
‘ U=GLNFl und V=GLNFA.
V/&b
]

8. Ellipsen (1<w<p)
Je nach Lage von K schneidet gK den Apolloniuskreis in zwei verschiedenen Punkten oder berihrt ihn
oder schneidet ihn gar nicht; es gibt daher keine geschlossenen Ovale.

(9(e
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9. Ellipsen (1<w=p): Limagon
Wegen M:%ZEZW—GF
GF GF GF
auf dem Apollonius-Kreis.

AK p—GA .
Wegen p=—= ist |u-FA+GA=p|, und
BNETNF T A = &

@ wegen FAZ =f> +GA2—2-f-GA-cosa folgt

2-u-f
GA=2L-(—1+p-cosoc) . Die Kurve ist also
u" -1
eine Pascal’sche Schnecke (Limagon), deren
Polargleichung r=u+v-cosa lautet und die
eine Schleife fiir u>1 hat. (Eine Cardioide

=w liegt G stets

wirde zum hier ausgeschlossenen Fall p=1
gehoren.)

Damit ist A(a):;,(_1+M'COSQ).(COSOLJ.

Fir Punkte L anderswo auf dem (schwarzen)

BL B
’ Leitkreis ist u=—=p+G und daher
BF FB

n-FB—GB=p|.

Wegen FB2 =f2 +GB% —2-f-GB-cosa folgt

‘.
2-u-f .
GB=— -(1+p-cosa)| und damit
u -1
L ‘u-
B(a)=2H f-(1+u-cosa)-[cosaJ=A(180°+0L).

u? -1 sina,

Schnittstellen mit der Achse GF

0 f 2.
Fur G:(OJ' Fz[oj schneidet das innere Oval die Achse an den Stellen 0 und iz—M1 und das
u+

2.
aullere Oval an den Stellen 0 und az—ul.
u_

Die Limagon als anallagmatische Kurve

Die bisher behandelten Ovale hatten die Eigenschaft, dass sie durch eine Spiegelung an Kreisen um
G, F und H (ggf. erganzt durch eine Spiegelung an G oder F oder H) auf sich selbst abgebildet wurden;
die Kurven waren in dreifachem Sinne anallagmatisch. Da G auf der Limagon liegt, lasst sich die
Spiegelung am Kreis um G nicht auf die Limagon lbertragen, wohl aber die Spiegelung am Kreis um F;
die Limacgon ist also nur einfach anallagmatisch:
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[ Wir gehen aus von einem Punkt | auf dem
inneren Oval und schneiden FI mit dem duReren
Oval; der Schnittpunkt sei I.
Nach dem Cosinussatz ist

GI> =% +FI> —2-f-Fl-cosa

Gl =% +FI”2—2.f-FI"cosa
und wegen

G MFI+GI:Hfl H'FI'_GII:“"f
bzw.

Gl=p-(f=Fl); GI'=p-(FI'-f)

gilt
cosa,—p?

FR—2.f.F. 2847”2 ¢

1-p
2 cosoc—u2 2

FI*=2-f-FI"————+* =0

1-p
| und I erfiillen dieselbe Gleichung, so dass FI-FI'=f2 ist.
L Damit geht I aus | durch Inversion am (griinen)

Kreis um F mit dem Radius f hervor.

Analog gelangt man von einem Punkt A des
duBeren Ovals durch Inversion zu einem Punkt
A’ des inneren Ovals.

A 9

G als dritter Brennpunkt
w? —1)~G+(u2—w2)-F

Flr 1<p<w war H= ; fir p=w bekommt man G als (doppelt zu zahlenden)

-1

dritten Brennpunkt.
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10. Hyperbeln (p<w<1)
Dritter Brennpunkt
AK GA—p .
Wegen uy=—-= ist
BTN T A
|GA—p-FA=w-f|.

IK p—Gl
Wegen ;,L:—:pFI ist [GI+p-Fl=w-f]|.

IF
Flr jeden Kurvenpunkt P ist

|GPi;,L-FP=w-f| sowie

FP? =2 + GP? —2-f-GP-cosa, zusammen also

2 2 2
GP2+2-GP-M-f+f2-W—g=O.
1-p 1-p
Wz_uz
Es ist daher stets GI-GA =f2- 5 >0, und
1-p

man erhalt den dritten Brennpunkt H wiederum
Uber GI-GA=GF-GH.

WZ—HZ (wz—l)-G+(u2—w2)-F
Wegen GH=f- 5 ist [H= 3 ; H liegt daher im Intervall GF:
1-p pe -1
¢ ¥ ;
W2_u2 1—W2

Damit folgt aus GA—p-FA=w-GF die Beziehung |w-Gl+p-HI=GH| und aus Gl+u-FI=w-GF die

Beziehung |w-GA —p-HA=GH]|. Fiur jeden Kurvenpunkt P gilt demnach |W-GPi],L-HP=GH .

Flr jeden Kreispunkt K auf dem schwarzen
Leitkreis ist die vom dulReren Oval ausgehende
Reihenfolge AKIG, so dass die Beziehungen

GA—p-FA=w-GF  w-GA—p-HA=GH
Gl+u-Fl=w-GF W-Gl+p-HI=GH

allgemein gelten.
Flr jeden Kurvenpunkt P ist

GP+p-FP=w-GF; w-GP+p-HP=GH|.
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Schnittstellen mit der Achse GF

0 f
Mit G:(Oj' Fz[o] schneidet das duflere Oval an den Stellen f- WI}; und das innere Oval an den
pt

Stellen f-u die Achse GF.
ptl

Der Inversionskreis um G

2 2
Wegen GI-GA=f2-W él gehenlund A
1-p
durch Inversion am (violetten) Kreis um G mit

2_ 2
dem Radius |rg =f- ¥R

A 1-p

I hervor.
@ |

auseinander

Der Inversionskreis um F

Liegt A auf dem duBeren Oval, so schneidet
FA das dulRere Oval wieder in B.

Liegt | auf dem inneren Oval, so schneidet
Fl das innere Ovals wieder in J.

Mit 6=<(GFA) und t=<(GFI) ist

2
U+ 1-—
AAZ -2 FA S EEERO 2 2T g
1-p 1-p
2
FB2—2.f.FB. ¥ lLl+c;’S‘G+f2-1 T=0
1-p 1-p
2
F2 +2.-f.F. 2 H cf‘”wz-l T=0
1-p 1-pu
2
F2+2-f.p0. L8 C;m+f2-1 T=0
1-p 1-p

FA und FB erfiillen dieselbe Gleichung; dies gilt auch fr Fl und FJ.

Daher gehen A und B sowie | und J durch Inversion am (griinen) Kreis um F mit dem Radius

1—w2

1—p2

r=f auseinander hervor. Das innere Oval wird auf sich abgebildet und das dufRere

ebenfalls auf sich.
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Der Inversionskreis um H
Liegt | auf dem inneren Oval, so schneidet HI das
duRere Oval in I'. Wegen
GI> =GH? +HI> —2-GH-HI-cosc

GI” =GH? +HI?~2-GH-HI"cosc
und wegen
W-Gl=GH—p-H; w-GI'=GH+p-HI

(%. ist
G F 5 5
HI2 +2-HI-GH- ”_GHZ'W 'ZCOSG + V‘; _12 GH2 =0
I wo—p wo—p
2 2
HIZ—2.HI"GH- 2 GHZW 2C°SG V‘; 12-GH2:0
we—p we—pu
1-w?

Hl und —HI' erfiillen somit dieselbe Gleichung, und es ist HI-HI'= -GH? . Damit gehen lund I

W —u
durch Inversion am (grauen) Kreis um H mit dem Radius

2 2 2
w2 2 2 02 \/(w —p )-(1—w )
= GH- 1-w :f.w n 1-w _ls.

=ry| und anschlieender

Wz_uz 1—H2 Wz_uz l—pz
Spiegelung an H hervor.
f -
Wieder sind die drei Inversionskreis-Radien nicht unabhdngig voneinander, und es gilt |y =%

11. Hyperbeln (w<pu<1)
AK AG—p .

Wegen p=—=—— st
TN A
GA—p-FA=w-GF|.
K 1G+p .

Wegen p=— ist |—GI+p-FI=w-GF
IF Fl
Fir alle Kurvenpunkte P ist demnach
X A |GP—p-FP=+w-GF|.
(DA

Die vom dufleren Oval ausgehende
Reihenfolge ist stets AKGI, so dass die
eingekastelten Beziehungen allgemein
gelten.
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Der Inversionskreis um G und der dritte Brennpunkt
Gehort zu K der Winkel a, so ist

FA? =GF? + GA? —2-GF-GA-cosa, was auf
2 2 2
w—L cosoc+f2'w i)

=0 fihrt.
1—p2 l—uz

GA? —2.GA-f-

A Analog ist
w—uz-cosoc 2 wz—uz
;i 2
1-p 1-p
H G, _E GA und -Gl erfiillen dieselbe Gleichung, so dass
2 .2
wegen GA-GI=f2- H \Azl die Punkte | und A durch
I 1-p
Inversion am (violetten) Kreis um G mit Radius

0.

GP +2-f-Gl-

W2 —w?

3 und anschliefender Spiegelung an
1-p

rG :f

G auseinander hervorgehen.
Wendet man diese Kreisspiegelung mit
anschlieRender Punktspiegelung auf den Punkt F an,
gelangt man zum dritten Brennpunkt H mit
u-AF—AG=-w-GF u-AH-w-AG=GH
p-lIF—1G=w-GF u-lH+w-1G=GH

Fir jeden Kurvenpunkt P hat man also |u-PF—PG=iw-GF; n-PH:w-PG=GH|.

2 2 2 2
Wegen GF~GH:f2-% ist GH_n VZ
RN Y R 2 * 2 22
-W 1- 1-w”)-G—(u"—w”|-F
H H und damit H:( ) (2 ) .
1-p

Der Inversionskreis um F
Der (griine) Inversionskreis um F hat den Radius

1—w2

1—}12

rF=f




J. Meyer Cartesische Ovale 26

Der Inversionskreis um H
Liegt | auf dem inneren Oval, so schneidet HI
das dullere Oval in I. Wegen

GI® =HG? +HI® —2-HG-HI-cosc
I I GI'> =HG? +HI”—2-HG-HI"cosa.

und wegen
‘ wAH+wW-IG=GH; p-I'H-w-I'G=GH
{j bzw.

w:IG=GH—-p IH; w-I'G=p-I'H-GH
erfullen HI und HI* dieselbe Gleichung

2 2
-COSC — 1-
HEZ +2-HI-GH-~— 222 E G2 . ——— =0
uo—w uo—w
2
1_
so dass HI-HI'=GH? - WZ ist.
uo—w

| und I gehen daher durch Inversion mit dem (grauen) Kreis um H mit dem Radius

[ )

1
2 —w? 1- 12

=1y| auseinander hervor. Wieder ist |y =——

Schnittstellen mit der Achse GF
HL—w
ptl

und das duRere Oval an den

0 f
Fur GZ(OJ' FZ(OJ schneidet das innere Oval an den Stellen f-

+
Stellen f-u die Achse GF.
ptl

12. Hyperbeln (w<1<p)
Hier kann es sein, dass GK den (roten) Apollonius-Kreis gar nicht schneidet oder ihn berihrt; es gibt
somit keine geschlossene Kurve.

&) & &
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13. Hyperbeln (u=w<1): Limagon
G liegt stets auf dem Apollonius-Kreis.

Wegen u=2K_SAZP i [GA_pn.FA=p].
A AF FA

Aus FA%Z =2 +GAZ —2-f-GA-cosa folgt

2-u-f
2

GA=

(1-p-cosa).
Die Kurve ist wieder eine Pascal’sche Schnecke
—10: (Limagon), die fir p<1 keine Schleife hat.

Wie bei Ellipsen ist G der dritte Brennpunkt (und daher doppelt zu zahlen).

Auch diese Limagon ist anallagmatisch

Gehort zu P der Winkel a, so gehort der Winkel
180°+a zu Q.

Auch diese Limagon ist anallagmatisch:

FP und FP‘ erfiillen dieselbe Gleichung, und es
ist P'F-PF=f2

P und P gehen durch Inversion am Kreis um F
mit dem Radius f hervor.

NB: PQ und PP’ bilden keinen rechten Winkel.

14. Zusammenfassung des Bisherigen
G F
1-u2 w2-1

o

Gl+p-Fl=w-GF GA—-u-FA=w-GF
1 1
Gl+2H==-G6H  GA-E.HA==.GH
w w w w
Fir jeden Kurvenpunkt P ist
GP+u-FP=w-GF; w-GP+p-HP=GH|.

Spiegelt man | am violetten Kreis um G mit

Radius |rg =f-

, bekommt man A.
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[les]

Spiegelt man | am griinen Kreis um F mit

w2—1

Radius | =f- 5
1-pn

und spiegelt

anschlieRend an F, bekommt man I".

Spiegelt man | am grauen Kreis um H mit dem

_GTF
f
wird auf B abgebildet (und umgekehrt).

Radius |ry , bekommt man J, und A

Damit haben die beiden Ovale drei
verschiedene Inversionskreise, sind also sogar
in dreifachem Sinne anallagmatisch.

n-FA-GA=w-GF u-Fl+Gl=w-GF
—u-HA+w-GA=GH w-Hl—w-Gl=GH
Fir jeden Kurvenpunkt P ist
p-FP+GP=w-GF; p-HP—w-GP=1GH|.

Spiegelt man | am violetten Kreis um G mit

Radius |rg =f- und spiegelt

p’ -1

anschlieRend an G, bekommt man A.
Spiegelt man | am griinen Kreis um F mit

Radius | =f- , bekommt man I".
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Zum dritten Brennpunkt H gehort auch ein
(grauer) Inversionskreis um H mit dem

_%G'%
===
Bei dieser Inversion wird das innere Oval auf
das innere abgebildet und das dufRere Oval
auf das auRere.

Radius |ry

Auch hier ist die Kurve in dreifachem Sinne
anallagmatisch.
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(Limagon)

B
AV
A 9
pu<w<1
G H Iy
Wi w2

u-FA+GA=p-GF
n-FB—GB=p-GF
Flr jeden Kurvenpunkt P ist
ln-FP+GP=p-GF
G liegt auf der Kurve und ist ein Doppelpunkt.

Der (griine) Inversionskreis hat den Mittelpunkt
F und den Radius f.

GA—p-FA=w-GF Gl+u-Fl=w-GF
w-GA—p-HA=GH w-Gl+p-HI=GH
Fir jeden Kurvenpunkt P ist
GPtp-FP=w-GF;, w-GPtp-HP=GH

Diese Relationen stimmen zwar lberein mit
denen im Fall u<1<w, jedoch liegt H anderswo.

Spiegelt man | am violetten Kreis um G mit dem

w? — 12

1—142

Radius |rg =f- , erhdlt man A.

Spiegelt man | am grauen Kreis um H mit dem

(7 -4 (1-w7)
1—p2
spiegelt man anschliefend an H, bekommt man

‘.

Radius |y =f- und
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Spiegelt man A am (griinen) Kreis um F mit

dem Radius | =f-

1-w

1-n

2

L bekommt

man B.

anallagmatisch.

| wird auf J abgebildet.

H ¢

_'cf

Auch diese Kurve ist in dreifachem Sinne

n-AF—AG=—-w-GF
n-IF—1G=w-GF

p-AH—w-AG=GH
n-IH+w-1G=GH

Fiir jeden Kurvenpunkt P gilt

w-PF—PG=xw-GF;, pn-PHxw-PG=GH|.

Spiegelt man | am violetten Kreis um G mit

dem Radius |rg =f-

12 —w?

1—|,t2

und spiegelt

anschlieRend an G, erhalt man A.
Spiegelt man | am grauen Kreis um H mit dem

Radius |y =f-

=1+

, bekommt

1—u2

man I’.
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(Limagon)

Spiegelt man am (griinen) Inversionskreis um F
mit dem Radius

1—w2

1—;,t2

rF=f

wird das innere Oval auf das innere und das
duRere Oval auf das dullere abgebildet.

Auch hier ist die Kurve in dreifachem Sinne
analagmatisch.

|GA—p -FA=p f|
G liegt auf der Kurve (Einsiedlerpunkt)

Spiegelt man P am (blauen) Inversionskreis
um F mit dem Radius f, bekommt man den
Punkt P‘, der wieder auf der Kurve liegt.
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15. Punkte, die zu zwei Kreisen ein festes Abstandsverhdltnis i haben

Ein anderer Zugang zu cartesischen Ovalen ergibt sich, wenn man nach Punkten fragt, die zu zwei
Kreisen ein konstantes Abstandsverhaltnis u haben. Hier wird zur Deutlichkeit der Fall p=1
mitbehandelt.

Man hat zwei (blaue und fette) Kreise, einen Kreis um G mit Radius R und einen Kreis um F mit dem
Radius r.

Disjunkter Fall, p=1
Beginnen wir mit dem Fall, dass die beiden gegebenen Kreise zueinander disjunkt sind.

Gesucht sind alle Punkte P, deren minimaler Abstand zum Kreis um F genau p-mal so grof8 ist wie der
minimale Abstand zum Kreis um G.

Ist =1, so muss
PF—r=PG—-R
bzw.
PG—PF=R-r
sein;
es handelt sich also um einen Hyperbel-Ast.

Was ist mit dem anderen Hyperbel-Ast? Die zu

P ihm gehorige Beziehung
PF—PG=R-r
schreibt sich auch als
PF+r=PG+R,

d.h. hier haben die maximalen Abstande
zwischen P und den beiden Kreisen gleiche
GrolRe.

Es gibt eine zweite Hyperbel, deren Punkte zu einem Kreis minimale und zum zweiten Kreis maximale
Abstdande haben; es gilt also

PF+r=PG—R PF—r=PG+R

PG—PF=R+r PF—PG=R+r
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Links ist der Abstand zum Kreis um G minimal und zum Kreis um F maximal; rechts ist es umgekehrt.

Disjunkter Fall, uz1
Ist =1, so muss fir minimale Abstande

PU=p-PV
PF—r=pn-(PG-R)
n-PG—PF=p-R—r

sein. Fiir u-R=r ist u-PG=PF; P liegt dann auf einem Apollonius-Kreis.

Im Folgenden seialso pu#1 und p-R#r.

P Es sei P ein Punkt mit
PU=p-PV.
VU schneidet GF in Z. VU ist
Transversale des Dreiecks
GFP. Nach dem Satz des
Menelaos gilt
VG ZF PU
_PV FU GZ

n-R-F-r-G

w-R—r
GF. Ist Z gegeben, so lege man durch Z eine (rote) Gerade, die die beiden Kreise schneidet; den Kreis
um F etwa in U, den Kreis um G etwa in V. Dann ist P=FUNGV .

Alle Punkte P mit PF—rzu-(PG—R) liefern daher denselben Punkt Z= aullerhalb von
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Allerdings gibt es bei jedem Kreis
zwei Schnittpunkte (U und U’
sowie V und V‘), also insgesamt
vier Kandidaten fur P, namlich
A=FUNGV

B=FUNGV'
C=FU'NnGV
D=FU'NGV'

Nur bei A und B handelt es sich

um minimale Abstande; bei C und
D sind die Abstande maximal.

Die Drehgerade durch Z liefert eine
punktweise Konstruktion von A, B, C, D.
Diese vier Punkte liegen auf zwei Ovalen.
Fiir jeden Punkt P auf dem dufRReren Oval
ist der minimale Abstand zum Kreis um F
doppelt so grofd wie der minimale Abstand
zum Kreis um G.

Fir jeden Punkt Q auf dem inneren Oval
ist der maximale Abstand zum Kreis um F
doppelt so groR wie der maximale Abstand
zum Kreis um G.

Fur den minimalen Abstand ist PF—r=p1-(PG-R) bzw. [u-PG—PF=p-R-r].

Fir den maximalen Abstand ist PF+r:u'(PG+R) bzw. P|F—u-PG=u-R—r| .

Der Abstand zwischen G und F geht in diese Beziehungen nicht ein; es wurde jedoch bei der

synthetischen Argumentation Disjunktheit angenommen.

Soll der Abstand zum Kreis um G minimal und zum Kreis um F maximal sein, ist PF+r:u-(PG—R)

bzw. [u-PG—PF=p-R+r|.

Soll hingegen der Abstand zum Kreis um G maximal und zum Kreis um F minimal sein, bekommt man

PF—r=p-(PG+R) bzw. [PF—pu-PG=p-R+r|.

Die oben erwdhnten Punkte A, B, C, D erfiillen diese Eigenschaften nicht; man benétigt eine neue

Uberlegungsfigur.
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P P sei ein Punkt mit PU=p-PV .

VU ist Transversale des Dreiecks
GFP, so dass nach Menelaos gilt:

U ZF R p

w-R-F+r-G
w-R+r

Damit liegt Z= zwischen G und F fest, und man kann wieder die rote Gerade sich um Z

drehen lassen.

Wieder ist
A=FUNGV

B=FUNGV'
C=FU'nGV
D=FU'NGV'

A und B haben maximalen Abstand zum
Kreis um G und minimalen Abstand zu
Kreis um F.

Bei C und D ist es umgekehrt:

C und D haben minimalen Abstand zum
Kreis um G und maximalen Abstand zum
Kreis um F.

Flr jeden Punkt P auf dem inneren Oval ist der
minimale Abstand zum Kreis um F doppelt so
groR wie der maximale Abstand zum Kreis um
G.

Flr jeden Punkt Q auf dem duReren Oval ist der
maximale Abstand zum Kreis um F doppelt so
groR wie der minimale Abstand zum Kreis um G.
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Inklusiver Fall, p=1

Was passiert, wenn der Kreis um F mit Radius r
im Kreis um G mit Radius R enthalten ist?

o Beginnen wir wieder mit dem Fall p=1 und
betrachten minimale Abstinde:

Es muss
R—PG=PF—r bzw.
sein, es sich also um eine Ellipse handeln.
4
‘
Bei Hyperbeln spielte auch der maximale Abstand eine Rolle. Dann muss

PF+r=PG+R bzw. PF-PG=R-r

sein, was flir GF >R —rauf eine Hyperbel fiihrt. Andererseits soll f+r<R sein, damit der kleine Kreis
vollstandig im groRen enthalten ist, was sich nicht mit f >R—r vertragt.

Daher versuchen wir es mit einer Mischung:

Die Punkte P, deren maximaler Abstand zum
kleinen Kreis so grol8 ist wie der minimale
Abstand zum grofRen Kreis, erfiillen

R—PG=PF+r bzw. |PF+PG=R—r/|, liegen also

auch auf einer (anderen) Ellipse.

Beide Ellipsen haben G und F als Brennpunkte.

Inklusiver Fall, pz1
Nun sei p#1.Der minimale Abstand PU zum kleinen Kreis soll pu-mal so groR sein wie der minimale

Abstand PV zum grolRen Kreis, was auf PF—rzu-(R—PG) bzw. auf |L-PG+PF=p-R+r| fihrt.
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Es sei P ein derartiger Punkt.

VU schneidet GF in Z, und VU ist Transversale
zum Dreieck GFP.

Nach dem Satz des Apollonius ist

ZF UP VG ZF PU VG ZF p R
Damit ist
,_WRF4r-G
w-R+r

zwischen G und F festgelegt, und man kann
wieder eine (rote) Gerade sich um Z drehen
lassen.

A=FUNGV
B=FU'NGV
C=FUNGV'
D=FU'NGV'
A und D sind vom
kleinen Kreis doppelt
so weit entfernt wie
vom groRRen. Bei B
und Cist die
maximale Entfernung
zum kleinen Kreis
doppelt so groR wie
die minimale
Entfernung zum
groRen Kreis.
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Flr Punkte P auf dem inneren Oval
ist der minimale Abstand zum
kleinen Kreis doppelt so grol8 wie
der minimale Abstand zum groRRen
Kreis.

Fiir Punkte Q auf dem dufReren Oval
ist der maximale Abstand zum
kleinen Kreis doppelt so grol} wie
der minimale Abstand zum grof3en
Kreis.



