Jérg MEYER, Hameln 22.12.2023

Wie findet man zu einer Bézier-Parabel den Brennpunkt und die Leitgerade?

C Die Bézier-Parabel zu A, Cund B (in dieser
Reihenfolge!) verlauft durch A und B.
Die Gerade durch A und Cist die Tangente in A.
Die Gerade durch C und B ist die Tangente in B.
Mit s=1—t hat eine beliebiger Punkt der Bézier-

Parabel die Form P(t)=s?-A+2-s-t-C+t*-B.
Esist P(0)=1 und P(1)=B. Die Tangente zu

1
A B P(Ej hat den Richtungsvektor B—A, ist also

parallel zur Geraden durch A und B.

Da die Bézier-Parabel eine Parabel ist, ist jeder
Punkt auf ihr gleich weit von einem Brennpunkt
und einer Leitgeraden entfernt.

Wie findet man Brennpunkt und Leitgerade?

Wir gehen riickwarts vor, als hatten wir
Brennpunkt F und Leitgerade g schon.

Wandert R auf der Leitgeraden, so ist der
zugehorige Parabel-Punkt P der Schnittpunkt der
Mittelsenkrechten zu F und R und der
Senkrechten durch R zur Leitgeraden.

Diese Senkrechte ist parallel zur Parabelachse,
und die Mittelsenkrechte zu F und R ist Tangente
inP.

g R
Spiegelt man die Parallele zur Achse durch P an der Tangente in P, verlauft die Spiegelgerade durch F.

Spiegelt man F an der Tangente durch P, bekommt man einen Punkt auf der Leitgeraden.

Damit ist die Vorgehensweise bei einer Bézier-Parabel klar:

Die Parallele zur Achse durch A wird an der Tangente in A gespiegelt, ebenso die Parallele zur Achse
durch B an der Tangente in B. F ist dann der Schnittpunkt der beiden gespiegelten Geraden.

Dann spiegelt man F sowohl an der Tangente durch A als auch an der Tangente durch B. Beide
Spiegelpunkte legen die Leitgerade fest.

Allerdings bendtigt man zur Ausflihrung dieser Vorgehensweise eine Parallele zur Parabelachse, und
dazu muss man etwas ausholen.
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Die Mittelpunkte zueinander paralleler
Sehnen liegen auf einer Geraden, die
zur Parabelachse parallel ist.

Auch der Berlhrpunkt der zu den
Sehnen parallelen Tangente liegt auf
der Mittelparallelen.

Dies rechnet man fiir die
Normalparabel leicht nach, und da eine
beliebige Parabel nur eine gedrehte
und gestreckte Normalparabel ist, gilt
die Aussage auch fir beliebige
Parabeln.

Es bleibt die Frage, wie man zueinander parallele Sehnen konstruieren kann, von denen man nur eine
und den Beriihrpunkt der dazu parallelen Tangente braucht.

1
Esist P(1)—P(0)=B—A und P'(Esz—A . (Man kann rechnerisch bestitigen, dass allgemein

P(a)-P(b) zu P(c)—P(a+b—c) parallel ist.)

C

Damit lassen sich Parallelen zur Achse
konstruieren und damit auch der Brennpunkt
und die Leitgerade.

Die Richtung vom blauen Sehnen-Mittelpunkt

1
zu P(E) wird in A und in B angetragen und

an den Tangenten gespiegelt; die strichlierten
Spiegelbilder treffen sich in F.

Die Spiegelbilder von F an den beiden
Tangenten legen die Leitgerade g fest.

Man beachte, dass P(%J i.a. nicht der

Scheitelpunkt ist.

Man kann Brennpunkt und Leitgerade ausrechnen:

Mit s=1—t hat der allgemeine Parabelpunkt die Form P(t):s2 ‘A+2-s-t-C+t>-B mit P(0)=A,

P(1)=B und D:P(E}W.
2 4
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Ist M der Mittelpunkt von AB,
so ist MD parallel zur Achse
der Parabel.

A’A und B’B seien zur Achse
parallel.

Spiegelt man A“ an AC und B’
an BC, so haben die
Spiegelbilder A“ und B die
Eigenschaft, dass A“A und
B“B durch F verlaufen (ist A’A
ein achsenparalleler Strahl,
wird er im Inneren der
Parabel so reflektiert, dass er
anschliefend durch F geht).

Nun ist A"
A+B-2-C /

A'=A+M-D=A+

und B':B_’_M_

Es wird die Ubliche Dreiecksbenennung (a=|BD

,b=|AD

, Ubliche Winkel) verwendet.
Die Gerade A’A” hat die Gleichung X-(C—A)=A"(C—A) und schneidet AC: X=A+i-(C—A) fur

(A'-A)-(C-A)

(c-Ay

—(C-A)-(c-A)—(C-B)-(C-A) 1 a-b-cosy_ b-+a-cosy
(C—A)2 4 4.b2 4.b

|-

im (griinen) LotfuBpunkt Ly =A+A-(C—A) . Es folgt

A"=2-LA—A'=[E—2-XJ-A—E+(2-X+EJ-C=(§—2-X : —1:2-X+1J
4 4 2 4 4 2

B §+b+a-cosy 1 _b+a-cosy+l
4 2b 4 2:b 2
=(5-b+2-a-cosy:—b:—2-a-cosy)

in (auf das Dreieck ABC bezogenen) baryzentrischen Punkt-Koordinaten.
Allgemein gilt: Ist P=(u HAVAN w), so ist das Spiegelbild von P an AC gegeben durch

P(b) :(U-E+2-a-cosy :—b: W'E+2-c-cosaj.
v v

A+B-2-C
Es war A'=A+T=(5:1 : —2). Dann ist
A"=(5-b+2-a-cosy:—b:—-2-b+2-c-cosa)=(5-b+2-a-cosy:—b:—2-a-cosy).

Das Spiegelbild von P=(u TV W) an BC ist gegeben durch

pe) :(—a : V-E+2-b~cosy : w-3+2-c~cos[3j
u u
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Damit ist A"A=[O:—2-a-cosy:b] in baryzentrischen Geraden-Koordinaten. Analog ist

B"B=[—2-b-cosy:0:a].AA“ und BB* treffen sich im Brennpunkt F:(a2 :b%: 2-a-b-cosy) .

Spiegelt man F an AC, bekommt den Punkt
R =(a2 +2-a-b-cosy: —b? :2-a-b-cosy+2-b-c-cosoc)=(az+2-a-b-cosy : —b? :2-b2).
Spiegelt man F an BC, bekommt man

F :(—a2 :b*>+2-a-b-cosy: 2-a-b-cosy+2-c-a-cos[3):(—a2 :b>+2-a-b-cosy: 2-a2).

Damit ist die Leitgerade gegeben durch |F,R, :[bz - :a-b-cosy} .

Achse und Scheitelpunkt:

A+B A+2-C+B

Es ist M=T=(1:1:O) und D= =(1:1:2), also ist MD=[1:-1:0].

Die Parallele durch F ist die Achse gz[a2 +3-b2—c?:-3.a2 —b? +c%: b? —az] .
Der allgemeine Parabelpunkt ist P(t)=(s2 2 2-s-t). Liegt er auf der Achse, muss
s? -(a2 +3-b? —c2)+t2 -(—3-a2 —b? +c2)+2-s-t-(b2 —az):O

sein, was auf

1 ?>-3-b%>-a° B b2+a-b-cosy
2 2-2.b%2-2-2> a®+b®+2-a-b-cosy

flihrt. Damit hat man den Parameter des Scheitelpunkts gefunden.



