Jérg MEYER, Hameln 22.10.2023

Der Satz von vAaN AuBktL: Verallgemeinerungen und Erganzungen
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Der Satz und ein Beweis

Der Satz! von Henricus Hubertus vAN AUBEL (1830-
1906) handelt von einem Viereck (rechts fett
gezeichnet), Uber dessen Seiten nach auflen
Quadrate errichtet werden.

Dann sind die (roten) Verbindungsstrecken
gegeniber liegender Quadrat-Mittelpunkte von
gleicher Lange und zueinander orthogonal.

Ein analytischer Beweis liegt auf der Hand: Mit der Vierteldrehung?
X -y, . . S
i | ist der Quadrat-Mittelpunkt liber UV gegeben durch uv
y X
u+v 1 .
SUV =T+E'I(V—U). U hd vV

1 Ein Weg zum Satz und ein synthetischer Beweis finden sich in J. Meyer (2023): Zwei Quadrate mit einem
gemeinsamen Eckpunkt. In: Der Mathematikunterricht 69(3), S. 37-48.
2 Fasst man die Ebene als komplexe Ebene auf, entspricht die Anwendung von i der Multiplikation mit i.
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Es ist also
A'=ﬂ+1-i(A—B), B‘=E+l-i(B—C),

2 2 2 2 ﬂﬂ
C'=£+l-i(C—D), D'=M+1-i(D—A) ‘

2 2 2 2 g
Und damit

Al
, ., C+D-A-B 1 1, .
C-A =f+5-|-(B+C—A—D)=E‘(X+|(Y))
. ., B+C—A-D 1. 1,
B'-D =f+5-|(A+B—C—D)=;(Y—l(x))

Und deshalb i(B'-D')=C'-A’, was die Behauptung darstellt.

Die Gestalt des Vierecks ABCD ist irrelevant; das Viereck kann auch konkav sein oder ausgeartet.

Ausgeartete Vierecke
Uber A, B, C, D wurde nichts vorausgesetzt; es
konnen auch zwei Punkte zusammenfallen.

Es konnen auch drei Punkte kollinear
oder sogar alle vier Punkte kollinear
sein.

[é

=

Die Seiten-Mittelpunkte von A’B’C’D’

A+B+C+D
Mit dem Schwerpunkt E :f von ABCD bilden von A’B’C’'D’die Seiten-Mittelpunkte
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A”:=A+B :E+B_D+i(A_Cj; B||:=B+C :E+C_A+i[B—Dj

2 4 4 2 4 4
n, CHD'_ D=B (C-A) | DA A-C (DB
2 4 4 2 4 4
wegen
AII_B||:A+B_C_D+i A+D_B_CJZD"_C":_i(B”_C")
4 4
gi_cn_BTC-D-A (A+B-C-D)_ ., .,
4 4
ein Quadrat.

Rechts sieht man in rot das Quadratmitten-Viereck A’'B’C’'D‘ mit
seinen zueinander orthogonalen Diagonalen gleicher Lange und
in blau dessen Mittenquadrat A“B*“C*‘D".

Dass die blauen Mittelpunkte der Seiten von A’B’C’'D’ ein Quadrat bilden, sieht man synthetisch leicht
ein: Zunachst bilden die blauen Mittelpunkte ein (nach VARIGNON benanntes) Parallelogramm, da die
blauen Seiten jeweils zu einer roten Diagonalen parallel sind.

Da die roten Diagonalen aufeinander senkrecht stehen, sind auch die blauen Seiten zueinander
orthogonal; das blaue Parallelogramm ist mithin ein Rechteck.

Da die roten Diagonalen gleiche Lange haben und die blauen Seiten jeweils halb so lang sind wie die
entsprechenden roten Diagonalen, haben die blauen Seiten alle gleiche Lange. Das blaue
Parallelogramm ist mithin eine Raute.

Rechteckige Rauten sind aber Quadrate.

Variation: Die Quadrate auf den Vierecksseiten werden ersetzt durch regelmaBige n-Ecke
Was passiert, wenn m man keine regelmaRigen Vierecke, sondern regelmaRige Dreiecke oder
Flinfecke nimmt und deren Schwerpunkte A’, B, C/, D nimmt?
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&

Ausmessen zeigt, dass i.a. die roten Strecken hier nicht von gleicher Léange sind und dass i.a. auch

keine Orthogonalitat besteht. Was zeichnet die Quadrate gegenliber anderen regelmafigen n-Ecken
aus?

In einem regelmaRigen n-Eck Gber UV haben die Innenwinkel die
-2
GroRe r]—-180" . Daher gehort zum Mittelpunkt Syy der Winkel
n
n-2 . S
oa=——:90°. Mit t:=tana ist dann uv
n
U+Vv t
Syy =———+—-i(V-U).
uv 5 ) ( )

Uber den Seiten des Vierecks ABCD werden
regelmalige n-Ecke errichtet. Deren
Schwerpunkte sind

A+B t

A‘=T+E-i(A—B) EE

=275+ i(B-C) ‘E

&bt i(C-D)
2
p=DFtALL i(D—A)
2
Mit
C'—A'=w+3-i-(B+C—A—D)=1-(x+t-i(v))
2 2 2
B'—D'=@+%-i(A+B—C—D):%-(Y—t-i(x)).

ist
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(C'=A")-(B'=D') == X-Y —t-X-i(X)+ t-Y-i(Y) = t2i(X)-i(Y) :¥-(1—t2).

E

0 0 XY

Nur fir t2 =1 oder fir X-Y=0 hat man Orthogonalitat der roten Strecken.

Ferner ist

(C-A"Y —(B'-D')* =

-(X+t-i(Y))2—%-(Y—t-i(x))z

(X =Y 424X (V) £ 26V (X) 48 ¥ - 252

o e N

(1-2)-( =¥+ 2 X:i(Y) £ V-i(X)

E

Nur fir t2 =1 oder fir X2 =Y? sind die roten Strecken von gleicher Lange.
Ist t=1, fihrt das auf o =45° und damit auf n=4.
Ist t=—1, flhrt das auf o =—45° und darauf, dass die Quadrate nach innen errichtet werden.

Fazit 1: Errichtet man regelmaRige n-Ecke und ist die Gestalt des Vierecks ABCD irrelevant, so missen
es Quadrate sein, die aber auch nach innen errichtet werden kénnen.

Spezielle Vierecke

Man hat Orthogonalitadt der roten Strecken auch fiir X-Y=0. Diese
Bedingung bedeutet, dass die Diagonalen C—A und D—B gleiche
Lange haben missen.

Die roten Strecken sind auch von gleicher Lange fir X2 =y2,
Diese Bedingung bedeutet, dass die Diagonalen C—A und
D—B aufeinander senkrecht stehen miissen.

Fazit 2: Stehen die Diagonalen von ABCD aufeinander senkrecht, so haben die Diagonalen von
A'B'C'D' gleiche Lange. Haben die Diagonalen von ABCD gleiche Linge, so stehen die Diagonalen
von A'B'C'D' aufeinander senkrecht.
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Fazit 3: Hat das (fette) Viereck ABCD zueinander senkrechte Diagonalen gleicher Lange und errichtet
man Uber den Seiten regelmaRige n-Ecke, so sind die (roten) Strecken zwischen gegeniberliegenden
Schwerpunkten der n-Ecke zueinander senkrecht und von gleicher Lange.

Lok

Rechts wird fiir fiir n=5 der Ubergang von ABCD zu
A’B’C’'D’ (Abfolge von innen nach aufRen) iteriert.

Zuriick zu aufgesetzten Quadraten: Ein Quadrat im Viereck
Wegen A'+B'+C'+D'=A+B+C+D

haben ABCD und A’B’C’'D* haben den

gleichen Ecken-Schwerpunkt E.

A+C '
Der Mittelpunkt von AC ist , der S

B+D
Mittelpunkt von BD ist T, der C

Mittelpunkt von B’D* ist

.(—A+B—C+D

A-B+C-D
A’C’ist E+i(Tj. Diese

Mittelpunkte bilden daher ein Quadrat®. Al X B

j, der Mittelpunkt von

Dv

3 R. Fritsch, G. Pickert: Schwerpunkte von Vierecken. In: Die Wurzel, Heft 2 / 2014, 35-41.



J. Meyer, Hameln Zum Satz von van Aubel

Quadrate liber Dreiecksseiten
Mit
U=B-i(C-B)
V=B+i(A-B)
W=A+i(A-B
. ¢ (A=)

X=A+i(C-A)
‘ ist

+V A-C

\ B”:_U :B+i —

2 2
/ W +X C-B

\ J A= =A+i

v T 2 2

o B+U (B-C
\\ ///B S:—:B+|
3 ‘ 2 2

und deshalb B”—A"=B—A+i(#] und S—P:B—A+i(—A+B_2'Cj.

Die Strecken A’‘B“ und PS haben demnach gleiche Lange und sind zueinander parallel.

~. Mit

\ und

i ATB+i(A-B)
S i E

\ ist
\\\ \/./
N M /,’/B B"—A"ZB—A+i(MJ
N\ 2
\ M_C“:MH(A_B)

und daher i(M—C")=B"-A".

Die Strecken A“B* und MC* haben also gleiche Lange und stehen aufeinander senkrecht.
(2n+1)-Ecke

Bei Dreiecken oder bei Flinfecken sind die Strecken zwischen gegeniberliegenden Schwerpunkten
i.a. weder gleich lang noch zueinander orthogonal.

A+B t C+D t
Betrachten wir die Strecke zwischen A’=—+E-i(A—B) und C'=T+E-i(C—D).
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T A

B+C D+A
Die duReren Eckpunkte B und D haben die Form B”=T+§-i(B—C) und D"=T+§-i(D—A)

mit passendem s. Dann ist

(C'—A')-(B”—D")zl- C+D—A—B+t-i(C+B—D—AB- B+C—D—A+s-i[A+B—C—DJ
4 N

=%. UV =s-U-i(U)+-V-i(V)=ts-i(V) () =%.(1_t.s)

0 0 uv

Fiir ein allgemeines Viereck stehen A’C* und B““D* genau dann aufeinander senkrecht, wenn s-t=1
ist.

n—-2
Fir ein n-Eck war o =——"-90° . Der Innenwinkel eines n-Ecks betragt
n

-2 -2
N7 180°, fir n>3 ist daher f=_—=.270°~90°, und fir n=3 ist p=60°.
n n
Fir n=5 ist t-s>1 und fir n>7 ist t-s<0.
Daher gilt: Nur flir n=3 stehen bei einem allgemeinen Viereck die Strecken
A’C’ und B“D* aufeinander senkrecht. Allerdings haben diese Strecken nicht
die gleiche Lange. U v
Analog stehen bei einem allgemeinen Viereck
ABCD auch B’D und A““C** aufeinander senkrecht.



